67. feladat Képzelje el (de ne frja fel!) az x1%0 — 1 és 2® — 1 polinomok gycktényezés alakjat, majd hatdrozza meg ennek

segitségével a legnagyobb kozos osztéjukat. (A 40. feladatot nem ér felhasznalni!)

68. feladat Képzelje el (de ne irja fell) az 2'97 — 1997 polinom irreducibilis felbontdsat R felett. Hany tényezét 1at (a
lelki szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

69. feladat® Keresse meg az 20 4 227 + 2 + 2223 + 5522 4 442 4 11 polinom racionélis gyokeit, majd adja meg a Q feletti
irreducibilis felbontasét.

70. feladat® Igazolja, hogy az a7 — 7a® + 24a° — 50a* + 684 — 5742 + 252 — 1 polinom irreducibilis Q felett. (Utmutatds:
Térjiink 4t az y = x — 1 hatdrozatlanra.)

71. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszéleges T test és tetszbleges ag, a1, ... ,an—1,a, € T, ap,a, # 0 elemek esetén az
pa™ + ap_12" 1 -+ a1z +ag € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha agz™ + ajz" ' + -+ + ap_12 + a,
is az.

72. feladat Adjon meg végtelen sok olyan n egész szdmot, melyre az x> + 1002 + n polinom irreducibilis Q felett, és
végtelen sok olyat is, amelyre nem irreducibilis.

73. feladat® Alakitsa 4t az f = 2% + 8iz® — 262% — 40iz + 21€ C[z] polinomot az x + 2i polinom hatvanyai szerint
rendezett alakba, és az elvégzett atalakitas segitségével hatdrozza meg f gyokeit.

74. feladat® Hanyszoros gyoke a 2 szdm az 2° — 52t + 72® — 222 + 4z — 8 polinomnak? Oldja meg a feladatot Horner-
elrendezéssel és derivélassal is.

75. feladat® Hatérozza meg a 3z — 42% + 1 polinom tébbszoros gyokeit, majd adja meg a gyoktényezés felbontasat.
76. feladat Az a valés paraméter mely értékeire lesz a —1 kétszeres gyoke az 2° — ax® — ax + 1 polinomnak?

77. feladat Hatdrozza meg a b és ¢ komplex paraméterck értékét ugy, hogy legyen hdromszoros gydke az
2% — 523 + 5bx + ¢ € C [2] polinomnak.

78. feladat Hatérozza meg az A, B val6s paraméterck azon értékeit, amelyekre az 1 kétszeres gydke az Az™ + Ba" =1 +1
polinomnak (n > 2 tetsz6leges adott természetes szdm).

79. feladat Mikor oszthaté egy polinom a sajat derivaltjaval?
80. feladat® Oldja meg az ° + 9z — 26 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.
81. feladat Oldja meg az z® + 9z — 26 = 0 egyenletet a Zyg testben. (A megolddshoz sziikségiink lehet a 36. feladatra.)

82. feladat A derivélt vizsgalatdval igazolja, hogy az o 4+ px + ¢ € C [z] polinomnak akkor és csak akkor van tobbszorss
gyoke, ha diszkrimindnsa nulla.

83. feladat® Oldja meg az 2* — 22% + 42 — 22 + 3 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazén. (Segitség: A kubikus
rezolvens egyik gydke o = 2.)

84. feladat® Hatérozza meg azt a legalacsonyabb fokszami f polinomot, amelyre £ (0) =2, f(1) =3 és f(3) = 1.

85. feladat A (0,a0).(1,a1),(2,a) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd egyenes, ha ap — 2a; + as = 0 (ugye?).
Mutassa meg, hogy a (0,a0),(1,a1),(2,a2),(3,a3) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd parabola (amely elfajuld
esetben lehet egyenes is), ha ag — 3a; + 3az —az = 0.

Tobbhatarozatlani polinomok, szimmetrikus polinomok, algebrai szamok

86. feladat® Anélkiil, hogy megkeresné a gyckoket, hatarozza meg a 32° + 6% + 92% + 222 4 42 + 1 polinom gyokeinek
négyzetosszegét.

87. feladat® Irja fel az (21 + 22) (2 + 23) (3 + =) polinom tagjait lexikografikusan csokkend sorrendben, majd fejezze
ki az elemi szimmetrikus polinomok segitségével.

88. feladat Hatdrozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az x* — 7z + A polinom egyik gyoke valamelyik
masik gyok kétszerese legyen.

89. feladat Hatsrozza meg a p és ¢ komplex paraméterek értékét gy, hogy az 2 — px? + 112 — ¢ polinom gyokei egymast
kovet6 egész szamok legyenek.

90. feladat® Hatédrozza meg a \/3 — v/6 algebrai szam minimélpolinomjat és konjugéltjait.

KLASSZIKUS ALGEBRA FELADATOK'
2013 tavaszi félév, normal gyakorlat

hétfé 14-16, Irinyi udvari terem

Komplex szamok
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1. feladat® Hatérozza meg az (;T) komplex szam kanonikus alakjat.
i

2. feladat® Hatérozza meg a 3 — 4i komplex szam négyzetgyokeit kanonikus alakban.

3. feladat® Oldja meg a (2 + i) a2 + (5 — i) x + (2 — 2i) = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

4. feladat® Abrézolja a komplex szamsikon az |z — i| < 1 egyenlStlenséget kielégits = komplex szdmok halmazat.

5. feladat® Abrézolja a komplex szémsikon a 0 < arg (zi) < 7/3 egyenlStlenséget kielégits z komplex szamok halmazt.
6. feladat Abrdzolja a komplex szamsfkon a Re (%) > 1 egyenldtlenséget kielégit6 z komplex szamok halmazat.

7. feladat® Trigonometrikus alakban szamolva szamitsa ki a (\/5 — 1) (2 + 2\/31) komplex szdmot. (A végeredményt
adja meg kanonikus alakban is.)

8. feladat® Trigonometrikus alakban szdmolva szamitsa ki az alibbi komplex szdm értékét. (A végeredményt adja meg

kanonikus alakban is.)
(=1 +i)222

(\/§+i)120&

9. feladat Fejezze ki cosnz-et cosx és sin z segitségével. (Otmutatés: Szamitsuk ki a (cosx + isinx)" hatvanyt trigono-
metrikus és kanonikus alakban is, majd hasonlitsuk dssze a két eredményt.)

10. feladat Adjon zirt formulat az alibbi Gsszegre. (Utmutatés: Szémitsuk ki az (1+14)" hatvényt trigonometrikus és
kanonikus alakban is, majd hasonlitsuk dssze a két eredményt.)

n\ (n 4 n\ (n 4
1 3 5 7
11. feladat Oldja meg a 2% + 4%z = |z\2 + 6 egyenletet a komplex szdamok halmazan.

12. feladat Oldja meg az iz = 2% egyenletet a komplex szdmok halmazan.

13. feladat Mutassa meg, hogy
1 1 T
4arctg — — arctg —— = —.
arctg o —arctg 5o = 7

14. feladat Rajzoljunk egy tetsz6leges négyszog oldalaira kifelé négyzeteket. Bizonyitsa be, hogy a szemkozti oldalakra
rajzolt négyzetek kozéppontjait osszekotd szakaszok egyenlé hossziak és egymasra merélegesek.

15. feladat Rajzoljunk egy tetszéleges haromszog oldalaira kifelé szabdlyos haromszogeket. Bizonyitsa be, hogy ezen
haromszogek kozéppontjai dltal meghatarozott haromszog szabdlyos.

16. feladat® Szamitsa ki /—1 — v/3i mind a négy értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus
alakban is.)

17. feladat® Szamitsa ki V/4 mindharom értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)

18. feladat® Abrézolja a komplex szdmsikon a nyolcadik és a tizenkettedik egységgyskoket, és frja fel Sket trigonometrikus
és kanonikus alakban. Mindegyikhez hatdrozza meg azt az n természetes szamot, amelyre primitiv n-edik egységgyok.

19. feladat® Egységgyok-e a z = cossl—;r +i- sin% komplex szdm? Ha igen, akkor hatdrozza meg mindazokat az n
kitev6ket, amelyekre z n-edik egységgyok, valamint azt az n természetes szamot, amelyre z primitiv n-edik egységgyok.

20. feladat Hatdrozza meg mindazokat a komplex szdmokat, amelyek huszonnegyedik és szdzadik egységgyokok is.
21. feladat Mikor lehet € és € + 1 is egységgyok?

A rutinfeladatokat © jelzi.



22. feladat Hatédrozza meg az n-edik primitiv egységgyokok szorzatat.
23. feladat Hatarozza meg az n-edik primitiv egységgyokok dsszegét.
24. feladat Mennyi az n-edik egységeyokok k-adik hatvanyainak osszege?

25. feladat Hozza zart alakra az 142432+ - -4ne™ ! Ssszeget, ahol € egy n-edik egységgydk. (Utmutatds: Szorozzuk
be az dsszeget (1 — ¢)-nal.)

Absztrakt algebrai struktirak

26. feladat® Gyfirtit, integritastartomanyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokésos dsszeaddssal és szorzdssal)?
{a+0bi:a,beZ, apiros}
27. feladat® Gyfirfit, integritastartoményt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos Gsszeaddssal és szorzdssal)?
Q(\/i) = {a+b\/§:a,b€ Q}
28. feladat® Cyfirfit, integritdstartoményt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos dsszeaddssal és szorzdssal)?

Zw)={a+bw:abeZ} w:7%+§i

29. feladat Mutassa meg, hogy tetszéleges nemiires S C R esetén ekvivalens az aldbbi két feltétel.
(1) Va,be S:a+be Sés—aecS
(2) Va,be S:a—-be S

30. feladat Hatdrozza meg a Z [w| gyfiril egységeit (ldsd a 28. feladatot).

31. feladat Keressen egy +1-t61 kiilonboz6 egységet a Z [\/ﬂ gytriliben, majd ennek segitségével konstrualjon meg végte-
len sok egységet.

32. feladat Hatdrozza meg a véges tizedestortek gytiriijének egységeit.

33. feladat Definidljunk egy tjfajta dsszeaddst és egy ujfajta szorzdst a valés szdmok halmazén: legyen a®b=a+b—1
ésa®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R;®,®) struktiira test.

34. feladat Szorozza dssze az alabbi két polinomot (vagyis adja meg tetszéleges n-re 2" egyiitthatéjat az fg polinomban).

F=a' 42"+ a1
9 =100z +992% + ... 4 2% + z

35. feladat® Szémitsa ki a Z;3 testben a 8 + 11, 8 — 11, 8- 11, T1/8, gn, 11" elemeket. (Az eredmény 0,1,...,12
valamelyike legyen.)
36. feladat Keresse meg az 2° = T egyenlet 6sszes megoldésat a Zs, illetve a Zig testben.

37. feladat® Végezzen maradékos osztést az f = 2% + 1, g = 22% — 3v + 2 € Zs[z] polinomokon.

38. feladat® Hatérozza meg az f = 2% + 2% + 22 + 1, g = 2 + T € Zs[z] polinomok legnagyobb kozos osztdjit, és adja
meg az fu+ gv = (f,g) egyenlet egy megolddsat.

39. feladat® Szamitsa ki az f = 2 +2° + 222 4+ 3z — 3, g = 2* + 2® + 22 + 3z — 6 polinomok legnagyobb kozds osztéjat,
majd ennek segitségével hatdrozza meg f és g kozos gyokeit, és végiil kiilon-kiilon f és g dsszes gyokét.

40. feladat Legyenck a és b pozitiv egész szdmok. Mutassa meg, hogy ha a-t b-vel osztva a maradék r, akkor (2 — 1)-et
(zl’ - 1)-g;ye1 osztva 2" — 1 lesz a maradék. Ezen megfigyelés segitségével bizonyitsa be, hogy 2 — 1 és 2° — 1 legnagyobb
kozos osztéja (¥ — 1 (mondjuk az R [z] polinomgyfirfiben).

»Szamelmélet” integritastartomanyokban

41. feladat® Oldja meg az R [z] polinomgyfirtiben az 2% - f = 2% — 2z (mod 2® + ) kongruencidt. (Figyelem: nem  az
ismeretlen, hanem f!)

42. feladat Hatédrozza meg a 8 + i és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb kozos osztéjat.

43. feladat® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz idedl a Z [x] gytirtiben.
I={apa" +- +a1x+ag € Z[z] : ag paros}.

44. feladat Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli idedl nem féidedl.

45. feladat® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz ideél a Z [\/7_5} gytriiben.
I={a+b/=5€Z[V-5:a=b (mod2)}.

46. feladat Mutassa meg, hogy az eldz6 feladatbeli idedl nem féidedl.

47. feladat Hatdrozza meg az egész szamok gyfiriijében az I = (18) N (30) idedlt. (Mivel Z féidedlgyfir(i, van olyan g
egész szdm, amelyre I = (g). Ezt a g generdtort kell megtaldlni.) Hogyan lehetne dltaldnositani?

48. feladat Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges z komplex szdmra az
I={kez:z"=1}
halmaz idedl az egész szdmok gyfirfijében, tovdbba amennyiben z primitiv n-edik egységgyok, akkor I = (n).

49. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszdleges o komplex szdmra az aldbbi halmaz idedl a C [z] gyfir{iben és adja meg egy
generatorelemét.

I={feClz]: f(a)=0}.

50. feladat Ellendrizze, hogy a korldtos valds szémsorozatok gytiriit alkotnak (a szokédsos tagonkénti dsszeaddssal és
szorzéssal), majd mutassa meg, hogy a nulldhoz konvergdlé sorozatok idealt alkotnak ebben a gyfiriiben.

51. feladat® Irja fel a Z, [z]/ (12 +z+ 1) négyelemi test dsszeadd- és szorzétablajat.
52. feladat® Hatdrozza meg a Zs [z] / (2? + 1) kilencelemii testben az a - b, a/b, b/a elemeket, ahol a =T és b=z + 1.

53. feladat® Hatdrozza meg a Zs [z] / (° + 1) szdzhuszonGtelemi testben a 222 — 3z + 2 elem reciprokit.

Test feletti egyhatarozatlani polinomok
54. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgdlja meg, hogy osztja-e a g = 22 + /22 + 1 polinom az f = z* + 1
polinomot.

55. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgdlia meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésig a g = 2> — 1 és
f=a'T -2 4215 — 2" + 27 — 23 + £ — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z; testek folott.

56. feladat Mely n pozitiv egészekre oszthaté az 2™ + 1 polinom az % + 1 polinommal?

57. feladat Hatdrozza meg az sszes olyan p primszamot, amelyre % + 1 | 22008 — 2321922 4+ 132590 + R teljesiil a Z,, [z]
polinomgyfiriiben.

58. feladat Igazolja, hogy x% 4+ x + 1 akkor és csak akkor osztéja az x2" + x™ + 1 polinomnak, ha n nem oszthaté 3-mal.
59. feladat® Adja meg az z° + z+1 € Z[z] polinom irreducibilis felbontdsat.

60. feladat® Adja meg az x* 4 22° + T € Z3[z] polinom irreducibilis felbontésat.

61. feladat Adja meg az o — x € Zy[z] polinom irreducibilis felbontdsat tetszéleges p primszam esetén.

62. feladat Hény mdsodfoku irreducibilis polinom van Z,[z]-ben?

63. feladat® Hatdrozza meg az 2% + 27 polinom komplex gyskeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatra C, R és
Q felett.

64. feladat® Hatérozza meg az o8 — 16 polinom komplex gykeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatéra C, R és
Q felett.

65. feladat® Hatarozza meg az 2% 422 — 30 polinom komplex gydkeit, majd bontsa irreducibilis tényezok szorzatara C, R

és Q felett.

66. feladat® Hatdrozza megaz f = (x — 1) (172 — 1) (z3 — 1) (14 - 1) ésg=(x+1) (12 + 1) (13 + 1) (z‘l + 1) polinomok
irreducibilis faktorizaciéjat a kedvenc szdmteste felett, majd ennek segitségével szamitsa ki f és g legnagyobb kozos
osztojat.



