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Derivalt, tobbszoros gyokok

Valés polinomfiiggvény derivaltja

f = x5—15x% + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128
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Valés polinomfliggvény derivaltja

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2) (x — 4)?
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Valés polinomfliggvény derivaltja

f = x5 — 15x5 + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2) (x — 4)?
f! = 6x° — 75x* 4 360x> — 828x2 + 912x — 384
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Valés polinomfiiggvény derivaltja

f = x5 — 15x5 + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x — 2)* (x — 4)?
f! = 6x> — 75x* + 360x3 — 828x2 + 912x — 384
" = 30x* — 300x3 + 1080x2 — 1656x + 912

Polinom derivaltja

4.36. Definicié
Az f = apx" +--- 4+ aix+ag € T [x] polinom derivaltjan az

f' = napx" 1 4. 4+ 2apx+a; € T [x]

polinomot értjiik.
Az f polinom k-adik derivaltjat £(k) jeloli.

4.37. Tétel

Minden f, g € T [x| polinomra és k pozitiv egész szamra érvényesek az aldbbi
derivalasi szabalyok:

(1) (F+g) =1 +g"

(2) (fg) = f'g +fe’;

(3) (FK) =k-fk=L.f.

Bizonyitas.

A fenti definicié alapjan ,egyszer(i" szamolassal ellenérizhetd (nem kell hozza

hatarérték!). Példaul, ha mar (1) megvan, akkor (2)-ben elég monomokkal
foglalkozni.

Polinom derivaltja

Bizonyitas (folyt.)

f=a-xk

g =b-x fg = ab-xkt!
fl=tka-xk1 g =1Ib-x

-1 (fg)/ — (k—|— /) ab - xk+I-1

Ezek alapjan
flg+fg’ = kaxk=1. bx! + axk - Ibx!~1
= kab-xk71t 4 Jap . xk+I-1
= (kab+ lab) - xk*/=1
= (k+1)ab-xk+t-1,




Derivalt és tobbszoros gyokok

4.38. Tétel
Ha k > 1 és az a komplex szdm k-szoros gydke az f € C [x] polinomnak, akkor
k — 1-szeres gydke f’-nak. (Ha k = 1, akkor a nem gydke f’-nak.)

Bizonyitas.
Ha az o gyok multiplicitdsa k, akkor

f=(x—a)* g ahol g(a)#0.

Derivéljunk!
fl=k(x—a) 1 g+ (x—a)k g
= (x—a)" ! (kg + (x—a)g').

Tehdt a @ legaldbb (k — 1)-szeres gydke f'-nak. Hogy pontosan (k — 1)-szeres
gyoke legyen, ahhoz az kell, hogy @ a kék polinomnak mar ne legyen gyoke:

ke (o) + (€ — ) ' (o) = kg (&) #0. 0

Derivalt és tobbszoros gyokok

4.39. Megjegyzés
Az el6z6 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nak lehetnek olyan gyokei is, amelyekért
nem f a ,felelés’. @

4.40. Kovetkezmény

Az f € C [x] polinom a gydkének multiplicitdsa nem mds, mint a legkisebb olyan k

nemnegativ egész, amelyre f(k) (a) # 0, azaz « akkor és csak akkor k-szoros gydk,
ha

L=fE (@) =0, de 9 (a)#£o0.

Bizonyitds.

«  k-szoros gydke f-nek
= a (k—1)-szeres gyoke f’-nak
— a (k—2)-szords gyoke f"-nak
= a 1-szeres gyoke F(k=1)_nak
= a 0-szoros gyoke f(K)_nak. O

Derivalt és tobbszoros gyokok

4.41. Kovetkezmény

Az a komplex szdm akkor és csak akkor tobbszorés gydke az £ € C [x] polinomnak,
ha gydke Inko (f, f')-nak.

Bizonyitas.
« kozds gyoke f-nek és f'-nak @
a gydke Inko (f, f')-nak @ O

& tobbszoros gyoke f-nek <=

4.42. Kovetkezmény —

Barmely legaldbb elséfoki f € C [x] polinomra az W polinom gydkei
ugyanazok, mint f gyokei, de mindegyik egyszeres gyok.

Bizonyitds.
Tfh. a egy k-szoros gyoke f-nek (k > 1). Hanyadik hatvanyon szerepel (x — ) ...7

f felbontasdban  k-adik hatvanyon

= felbontdsdban  (k — 1)-edik hatvdnyon
—> Inko (f,f) felbontdsdban  (k — 1)-edik hatvényon @
= f/Inko(f, f’) felbontasdban  elsé hatvanyon. @ OJ

Irreducibilis polinomnak nincs tobbszoros gyoke

4.43. Kovetkezmény

Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [x] irreducibilis T felett, akkor
f-nek minden komplex gyoke egyszeres.

Bizonyitas.

Mivel Inko (f, f') € T [x] @osztéja f-nek és f irreducibilis, csak két lehet8ség van:
1. Inko (f,f") ~ f: @ Ez nem lehet, mert @deglnko(f, ') < degf’ < degf.
2. Inko (f, f") ~ 1: @ Ekkor f-nek nincs tobbszérds gyoke.




