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4. Test feletti egyhatarozatlani polinomok

Eddig a polinomokkal mint formalis kifejezésekkel szamoltunk, nem éltiink azzal a
lehetéséggel, hogy x helyébe az alaptest (vagy -gylirii) elemeit be lehet
helyettesiteni. Mostantdl viszont a polinomokat fiiggvényeknek (is) tekintjiik.
Ebben a fejezetben T mindig tetszOleges testet jeldl.
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A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyanuigy jeloljiik; a
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4.10. Allitas

Az elséfokd polinomok barmely test felett irreducibilisek.
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> trividlis felbontds: f = M- &, ahol @ deg M = 0,deg + = deg f (vagy
forditva)

» nemtrividlis felbontds: f = M. %, ahol 1 < deg M deg+ < degf
4.10. Allitas

Az elséfokd polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitds.
Ha f = M. &, akkor deg M + deg + =1, és igy

deg M =1 deg + = 0 vagy deg M = 0,deg + = 1.



Mikor irreducibilis egy f polinom a T test felett?
> f=0,1 <— @dengl
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Mikor irreducibilis egy f polinom a T test felett?
> f=0,1 <— @dengl

> trividlis felbontds: f = M- &, ahol @ deg M = 0,deg + = deg f (vagy
forditva)

» nemtrividlis felbontds: f = M. %, ahol 1 < deg M deg+ < degf
4.10. Allitas

Az elséfokd polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitds.
Ha f = M. &, akkor deg M + deg + =1, és igy

deg M =1 deg + = 0 vagy deg M = 0,deg + = 1.

Mindkét esetben trividlis a felbontds.

4.11. Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha o gydke f-nek, akkor f = (x — «) (- - - ) nemtrividlis felbont3s.
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Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gydke.
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Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gydke.

Bizonyitas.

Ha f = M- &, akkor deg M + deg & = 2, 3, igy a nemtrivialis felbontdsokra a
kovetkezo lehetdségek vannak:

degf degM deg®
2 1 1
3 2 1
3 1 2
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Bizonyitas.
Ha f = M- &, akkor deg M + deg & = 2, 3, igy a nemtrivialis felbontdsokra a
kovetkezo lehetdségek vannak:
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4.12. Tétel
Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha f = M- &, akkor deg M + deg & = 2, 3, igy a nemtrivialis felbontdsokra a
kovetkezo lehetdségek vannak:

degf degM deg#+

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van els6foki osztéja. Egy elséfokd
polinom asszocidltsdg erejéig mindig x — « alakban irhat6*, ez pedig akkor és csak
akkor osztja f-et, ha a gyoke f-nek.

Cl

*ax—i—b:a(x—l—g)~x+§:x—(_§>zx_,x



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacio igaz a legaldabb masodfokd polinomokra.



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legaldabb masodfokd polinomokra. Elséfokiakra nem igaz:



Osszefoglalva:
Az
irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra,



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiiakra nem!



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiiakra nem!

Példa
&



Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiiakra nem!

Példa

Az f = x* +2x%2 +1 € R [x] polinomnak nincs valés gyoke, mégsem
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Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gyoke

impikacid igaz a legalabb masodfokd polinomokra. Elséfoktakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiiakra nem!

Példa
Az f = x* +2x%2 +1 € R [x] polinomnak nincs valés gyoke, mégsem
irreducibilis R felett:
f=02+1) (x*+1).
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NEM



Legalabb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Példa
Az f = x2 +1 € R [x] polinom irreducibilis



Példa

Az f = x? + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: @
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Példa

Az f = x? + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: @ X2+ 1= (x 1) (x— ).
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Az f = x? + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar

felbomlik: @ x2 41— (x+ i) (x — ).
Példa

Az f = x> — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar

felbomlik: @



Példa

Az f = x? + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: @ x2 41— (x+ i) (x — ).
Példa

Az f = x> — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar

felbomlik: & x2 —2 = (x - ﬁ) (x+ ﬁ)
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(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)
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Példa

Az f = x? + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: @ x2 41— (x +1i) (x — ).
Példa

Az f = x> — 2 € Q|x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: & x2 — 2= (x=v2) (x+v2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, annal ,tobb esélye” van egy polinomnak

felbomlani.
Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.



Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett
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Minden legaldbb elséfokd komplex egyiitthatds polinomnak van gyoke a komplex
szamok testében.
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szamok testében.
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A komplex szamok teste felett pontosan az elséfokd polinomok irreducibilisek.
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Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.



Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett

4.13. Tétel* (az algebra alaptétele)

Minden legaldbb elséfokd komplex egyiitthatds polinomnak van gyoke a komplex
szamok testében.

4.14. Kovetkezmény

A komplex szamok teste felett pontosan az elséfokd polinomok irreducibilisek.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C[x] legaldbb mésodfokd, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi (pl.
elséfokd) osztdja. O



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY = minden C feletti legaldbb elséfokd
polinom irreducibilisek, azaz elséfokiak szorzatdra bomlik.



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY = minden C feletti legaldbb elséfokd

polinom irreducibilisek, azaz els6fokiiak szorzatdra bomlik. Ezek az elséfokiak
asszocidltsag erejéig x — a alakuak.



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY = minden C feletti legaldbb elséfokd
polinom irreducibilisek, azaz els6fokiiak szorzatdra bomlik. Ezek az elséfokiak
asszocidltsdg erejéig x — a alakiak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktorizacidja igy
fest:

f~(x—ag) - (x—ap).



4.15. Kovetkezmény

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx" + -+ a;x+ap € C[x] (n>1,a, # 0), akkor
f-nek multiplicitadssal szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gyoktényezos
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY = minden C feletti legaldbb elséfokd
polinom irreducibilisek, azaz els6fokiiak szorzatdra bomlik. Ezek az elséfokiak
asszocidltsdg erejéig x — a alakiak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktorizacidja igy
fest:

f~(x—ag) - (x—ap).

Vildgos, hogy ekkor f gyokei éppen az «1, ..., &, komplex szamok. ]



4.16. Kovetkezmény

Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyoke g-nek is, mégpedig legaldbb akkora multiplicitassal, mint f-nek.
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fellépd kitevdk segitségével)!
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4.16. Kovetkezmény

Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyoke g-nek is, mégpedig legaldbb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.

Haszndljuk a 3.51. Tételt (oszthatésag eldontése az irreducibilis faktorizéciéban
fellépd kitevdk segitségével)! Az f polinom gydkei ,egy az egybe” megfelelnek f
primosztdinak, tovabba az o gydk multiplicitdsa éppen az x — a primtényezo
kitevéje f primfelbontdsaban.



Irreducibilis polinomok a valés szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
VFeER[x] VzeC\R:f(z) =0 = f(z) =0.

(Igaz z € R esetén is, de akkor semmitmondd!)



Irreducibilis polinomok a valés szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
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4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
VFeER[x] VzeC\R:f(z) =0 = f(z) =0.

(Igaz z € R esetén is, de akkor semmitmondd!)

Bizonyitas.

Legyen f = apx" 4 - -+ 4+ a1x + ag, ahol ap,...,a1,30 € R.
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4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
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Irreducibilis polinomok a valés szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
VFeER[x] VzeC\R:f(z) =0 = f(z) =0.
(Igaz z € R esetén is, de akkor semmitmondd!)
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Irreducibilis polinomok a valés szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
VFeER[x] VzeC\R:f(z) =0 = f(z) =0.
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Irreducibilis polinomok a valés szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban Iépnek fel:
VFeER[x] VzeC\R:f(z) =0 = f(z) =0.
(Igaz z € R esetén is, de akkor semmitmondd!)
Bizonyitas.
Legyen f = apx" 4 - -+ 4+ a1x + ag, ahol ap,...,a1,30 € R.
f(z)=ap- 2"+ ---+a1-Z+ ao
—a 7+ taz+m O (a€R)
=a,2"+---+az+a & (111/@)

=apz"+---+a1z+ ao (111/(2))
=f(2)

Tehdt f (z) =0 = f(2) =7 (z) =0=0.
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4.18. Kovetkezmény
Minden pdratlan fokszamu valds egyiitthatds polinomnak van valés gyoke.

Bizonyitas.
@ Levezethet6 az eléz6 tételbdl, de fliggvényvizsgalattal még konnyebb.

4.19. Kovetkezmény

Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfoki polinom, melynek nincs valds gyoke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kdvetkezok:

» ax+b (a,beR,a#0);
» ax?+bx+c (abc€R,a#0 b>—4ac<0).
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4.18. Kovetkezmény
Minden pdratlan fokszamu valds egyiitthatds polinomnak van valés gyoke.

Bizonyitas.
@ Levezethet6 az eléz6 tételbdl, de fliggvényvizsgalattal még konnyebb. ]

4.19. Kovetkezmény

Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfoki polinom, melynek nincs valds gyoke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kdvetkezok:

» ax+b (a,beR,a#0);
» ax?+bx+c (abc€R,a#0 b>—4ac<0).

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoku polinomok kdzott pontosan a fentiek az
irreducibilisek (l4sd 4.12. Tétel).
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Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.
» Ha f-nek van valds gydke, akkor nem irreducibilis R felett (4.11. Tétel).
» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalés komplex
gyok. Ekkor & is gydke f-nek (4.17. Tétel), és @ # a mert & ¢ R. Ezért az
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Bizonyitas (folyt.)
Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.
» Ha f-nek van valds gydke, akkor nem irreducibilis R felett (4.11. Tétel).

» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalés komplex
gyok. Ekkor & is gydke f-nek (4.17. Tétel), és @ # a mert & ¢ R. Ezért az
(x —a) (x — &) | f oszthatdsig teljesiil C [x]-ben (4.6. Kévetkezmény). Node

(x—a) (x—&) = x> —2Rea-x+ |a]* € R[x],

igy f-nek (x —a) (x — &) valddi osztdja R [x]-ben (miért?). @
Tehat f nem irreducibilis.
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Primitiv polinomok
4.20. Definicié

Az apx" + -+ -+ a1x + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyutthatdi relativ primek, azaz Inko (ag, ..., an) = 1.

4.21. Allitas

Minden raciondlis egyiitthatds polinom felbonthaté egy raciondlis szdm és egy
primitiv polinom szorzatara:

VFeQIlx] IreQ3If*eZ[x]: f=r-f"é " primitiv polinom.
Bizonyitas.

n ; .
Legyen f = Z% -x', ahol p;, g € Z, Inko(pj,q;)=1 (i=0,..., n).
=01

Q i
f = %'Z?:o Ep,--x’, ahol Q = Ikkt (go, ..., qn)
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no2%.xI, ahol d = Inko(b,...,bn)
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Primitiv polinomok
Bizonyitas (folyt.)
Tehdt f = r- f*, ahol

b
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Primitiv polinomok
Bizonyitas (folyt.)
Tehdt f = r- f*, ahol

Jd.xez [x] primitiv polinom. @ O

4.22. Megjegyzés
Az el8z6 llitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszocidltsdg erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szamolni.
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Legyen f = - X + 2575 €Q|x].

o

f

15,2, 45, 4 52 00 315, 70
P+ Rx+3 = R+ x4+

= 55 - (60x? +315x 4 70) =



Primitiv polinomok
Bizonyitas (folyt.)
Tehdt f = r- f*, ahol

Jd.xez [x] primitiv polinom. @ O

4.22. Megjegyzés

Az el8z6 llitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszocidltsdg erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szamolni.

Példa . 5 s
_ o, ™2
Legyen f = - X +4x+2€Q[x].
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i=0
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Redukcié modulo p

n

Rogzitsiink egy p primszdmot, és tekintsiik az f = Za,- -x' € Z[x] polinom
i=0

egyiitthatéit modulo p:

n .
fi=)Y3a-x €Zy[x].
i=0

=

A maradékosztalyokkal valé szamolas definicidjabdl adédik, hogy
Vf,g€Z[x|: f-g=f-g.
Nyilvdn deg f < deg f, tovdbbd ha p | a,, akkor 3, = 0, és igy deg f < degf = n.

Példa
Legyen p =5 és f = 10x3 4 7x2 + 25x — 2. Ekkor
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Redukcié modulo p

n

Rogzitsiink egy p primszdmot, és tekintsiik az f = Za,- -x' € Z[x] polinom
i=0

egyiitthatéit modulo p:

n .
fi=)Y3a-x €Zy[x].
i=0

=

A maradékosztalyokkal valé szamolas definicidjabdl adédik, hogy
Vf,g€Z[x|: f-g=f-g.
Nyilvdn deg f < deg f, tovdbbd ha p | a,, akkor 3, = 0, és igy deg f < degf = n.

Példa
Legyen p =5 és f = 10x3 4 7x2 + 25x — 2. Ekkor

F=T10x4+T7x>+25x+ 2=0x"4+2x>+0x+3=2x*>+3 € Zs [x] .
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Gauss-lemma

4.23. Lemma B

f € Z [x] primitiv. <= minden p primszdmra f # 0 € Z, [x].
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f € Z [x] primitiv. <= minden p primszdmra f # 0 € Z, [x].
Bizonyitas.
= Ha f nem primitiv, akkor |étezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatéjat @ Jésigy f=0€Zp[x].
= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z,, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv.
4.24. Tétel (Gauss -lemma)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.
Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
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f € Z [x] primitiv <= minden p primszdmra f # 0 € Z,, [x].
Bizonyitas.

= Ha f nem primitiv, akkor |étezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatéjat @ Jésigy f=0€Zp[x]. B

= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv.

4.24. Tétel (Gauss -lemma)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas.

Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.

> fg nem primitiv => létezik olyan p prim, amelyre fg =0 € Z, [x].
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f € Z [x] primitiv <= minden p primszdmra f # 0 € Z,, [x].
Bizonyitas.
= Ha f nem primitiv, akkor |étezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatéjat @ Jésigy f=0€Zp[x].
= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv.
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Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.
Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
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4.23. Lemma B

f € Z [x] primitiv. <= minden p primszdmra f # 0 € Z, [x].
Bizonyitas.

= Ha f nem primitiv, akkor |étezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatéjat @ Jésigy f=0€Zp[x].

= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z,, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv. ]

4.24. Tétel (Gauss -lemma)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.
Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
> fg nem primitiv => létezik olyan p prim, amelyre fg =0 € Z, [x].
> f primitiv = f #0 € Z,[x].
> g primitiv = g # 0 € Z, [x].
Tehdt a Z, [x] gyiiriiben f és g @ zérusosztdk, ez pedig lehetetlen @ , mivel
Zp test. (Lasd a 2.21. Allitast és a 2.30. Tételt.) O



Felbontds Q, illetve Z felett

4.25. Tétel

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formélisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z[x]: f=g-hés0 < degg,degh < n;
(2) d3g.he Q[x]:f=g-hés0 < degg,degh < n.
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ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett.
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4.26. Megjegyzés

A midsodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett. Tehat a fenti tételt nem
fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész egyiitthatds polinom akkor és
csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.
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4.25. Tétel

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formélisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z[x]: f=g-hés0 < degg,degh < n;
(2) d3g.he Q[x]:f=g-hés0 < degg,degh < n.

4.26. Megjegyzés

A midsodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett. Tehat a fenti tételt nem
fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész egyiitthatds polinom akkor és
csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.

Példaul a 2x polinom nem irreducibilis Z felett de irreducibilis Q felett. @
Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszédmok (mint konstans polinomok).
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4.25. Tétel
Vf € Z[x],degf > 1esetén (1) < (2)

(1) dJg.heZ[x]: f=g-hés0<degg,degh < n;
(2) 3g.heQ[x]:f=g-hés0 < degg,degh < n.

Bizonyitas.
Az vildgos, hogy (1) = (2).
Tegyiik fel, hogy (2) teljesil, és legyen

g=r-g°, h=s-h" ahol r,s € Qés g* h* € Z|[x]| primitiv polinomok.

Legyen rs = g, ahol Inko (p, q) =1 és g > 0. Ekkor
f:g~h:rg*-sh*:rs~g*h*:£~g*h*.
q

Meg fogjuk mutatni, hogy g = 1.
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p

f:a~g*h* = qg-f=p-g'h*

n
Legyen g*h* = Za,- -x". A fentiek szerint
i=0

= q | Inko(ap, ..., an)
— qg=1
Tehat

f:B-g*h*: pg* - h* .
q A

——
€Z[x] €Z[¥]

Cp Cp B
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n
Legyen g*h* = Za,- -x'. A fentiek szerint
i=0

= q | Inko (ap, ...

Cp Cp B

Tehat p
fF=Z.g"h" = pg* - h* .
q 8 Pg ,
€Z[x] €Z[¥]

A fenti felbontdsban a fokszdmok ugyanazok, mint az eredeti f = gh felbontdsban,
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Bizonyitas (folyt.)
f = B *h* f = * ok

n
Legyen g*h* = Za,- -x'. A fentiek szerint
i=0

= q | Inko(ap,...,an)

Cp Cp B

Tehat

~~
€Z[x] €Z[¥]

q N~~~

A fenti felbontdsban a fokszdmok ugyanazok, mint az eredeti f = gh felbontdsban,
hiszen pg* ~ g és h* ~ h. O
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Probléma
Adott n-edfoki f € Z [x]| polinom esetén hogyan donthetjiik el, hogy léteznek-e
olyan g, h € Z [x] polinomok, melyekre f = g - h és 0 < degg,degh < n?
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tehat g (c) osztdja f (c)-nek. Igy csak véges sok lehet8ség van g (c)-re
(kivéve, ha f (c) = 0).

> Ha elég sok helyen ismerjiik g értékét, akkor g-t meg tudjuk hatdrozni. @

— Kronecker-algoritmus

4.27. Definicié

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztéja az a egész szamnak, ha a
oszthaté p-vel, de p2-tel mar nem.

A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?1a.



Schonemann—Eisenstein

4.28. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium)
Legyen f = apx" + - - -+ a1x + ap € Z [x|. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptan plan-1,.... plai pl a=7(0),

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.
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ami f @ , hiszen p 1 a, miatt f fokszdma nem csokken a mod p redukciénal.
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Bizonyitas (folyt.)
Tehat 7
0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.

Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=ax"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

1@

bxk, h=7c¢x' ahol k+/=nésbh-c=ay.

0|

Ebbol kovetkezik, hogy

g(0)=g(0)=b0=0 = p|g(0)
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Bizonyitas (folyt.)
Tehat B

0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.
Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan

g-h=Ff=ax"€Z,[x],
és igy sziikségképpen

1@

0|

Exk, ﬁ:EX/, ahol k+/=nésb-c=

Ebbol kovetkezik, hogy
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b-0°=0 = plg(0)
.00 =0 = p|h(0)

>
—
o
~



Schonemann—Eisenstein

Bizonyitas (folyt.)
Tehat B
0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.
Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=ax"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

A

> | 0
~—|
ol o
S— | ~——
([
> Oy
—
(=)
S~—
I
ol ol
S
I
o
o
[0S
—
o
N~—



Schonemann—Eisenstein

Bizonyitas (folyt.)
Tehat B
0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.
Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=ax"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

A

> | 0
~—|
ol o
S— | ~——
([
> Oy
—
(=)
S~—
I
ol ol
S
I
o
o
[0S
—
o
N~—



Schonemann—Eisenstein

Bizonyitas (folyt.)
Tehat B
0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.
Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=ax"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

A

> | 0
~—|
ol o
S— | ~——
([
> Oy
—
(=)
S~—
I
ol ol
S
I
o
o
[0S
—
o
N~—



Schonemann—Eisenstein

Bizonyitas (folyt.)
Tehat B
0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.
Az f egyiitthatdira kirétt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=ax"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

A

> | 0
~—|
ol o
S— | ~——
([
> Oy
—
(=)
S~—
I
ol ol
S
I
o
o
[0S
—
o
N~—



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.

Bizonyitas.



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.

Bizonyitas.
xT+2



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.
xT+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.

xT+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:

» C felett csak



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.

xT+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:

» C felett csak az elséfokuak,



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.

xT+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> R felett csak



Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.

@ xT+2
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4.31. Tétel* (muindtinl iestilidioubsami sldt-nistenseid—nnsmsndnod)
Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ap € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre

pllan plani,..., pla1 ptao,

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.
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p.qE€Z, q#0éslnko(p, q) =1), akkor

f(5>—0 = qlanésp]ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gyokei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | an és p | ap nem garantilja,
hogy g gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a j6", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az 6sszes
raciondlis gyokot megtalalhatjuk (ha van egyéltaldn raciondlis gyok).
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Tegyok fel, hogy £ gydke f-nek (Inko (p, g) = 1).

n n—1
Ozf(p) :anpin+anflpn71 +"'+813+ao.
q q q q

Szorozzunk be g"-nel:

0= anp" +an-1p" 'q+ - +apg" !+ a0q”

~
Pl = p| = pla

&

Hasonléan:

anp" an—lp"*lq +- 4+ alpqnfl +apq” =0

~—~—
qlan = q|

q|

.
&



