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4. Test feletti egyhatarozatlani polinomok

Eddig a polinomokkal mint formdlis kifejezésekkel szamoltunk, nem éltiink azzal a
lehetéséggel, hogy x helyébe az alaptest (vagy -gylirii) elemeit be lehet
helyettesiteni. Mostantdl viszont a polinomokat fiiggvényeknek (is) tekintjiik.
Ebben a fejezetben T mindig tetszlleges testet jeldl.

4.1. Definicié
Az f = apx"+---+ai1x+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (¢) = apc” +--- +ajc+ag € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az
f:T—T,c—f(c)

leképezés.

A polinomot és a hozz3 tartozé polinomfiiggvényt ugyanigy jeloljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrdl van sz6. Ha polinomfiiggvényekrdl
van sz, akkor x-et valtozénak nevezziik (nem pedig hatdrozatlannak).

Példa

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:

Zs—>7500=01—17=12-2=28

A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Zz —7Z3,0—0, 1—1, 22,

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonb6zé polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

Altaldnosabban, ha T egy g-elemii test, akkor
> a T — T leképezések szama @ q9, mig

> T feletti polinombdl @ végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6zd polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!




4.3. Definicié
Az x € T elem gydke (mas széval zérushelye) az f € T [x]| polinomnak,
ha f (a) = 0.

4.4, Tétel (Bézout tétele)
Barmely f € T[x] ésa € T esetén f (0) =0 <= x—a | f.

Bizonyitds.
Osszuk el f-et (x — a)-val maradékosan:

f=q(x—a)+r ahol g, r € T[x] és degr < deg(x —a) =1.

Vegyiik észre, hogy itt r konstans polinom. Ertékeljijk ki az x = « helyen a fenti
egyenl6ség mindkét oldalat:

Tehat

x—wa|f < r=0 < f(a)=0. O

4.5. Kovetkezmény

Tetszéleges f, g € T [x] polinomok esetén f és g kozds gydkei ugyanazok, mint
Inko (f, g) gyokei.

Bizonyitas.
Legyen d = Inko (f, g). Tetszéleges o € T esetén

« kdzds gydke f-nek és g-nek <= f(a) =0és g(a) =0

— x—ua|fésx—alg @(Bézout)
— x—ul|d ) (Inko def.)
< d(a)=0. & (tuozéB)

4.6. Kovetkezmény
Ha aq, ..., ay € T paronként kiilonbdzd elemek és f € T [x], akkor

f(le):...:f(ock)zo <~ (x—ocl)-...-(x—ak) ‘ f.

Bizonyitas.

flag)=...=Ff(ay) =0 < x—ag,...,.x—a,|f (Bézout)

= (x—a1)-...-(x—ag) | f (miért?)

4.7. Kévetkezmény

Ha az f € T [x] polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilonb6z6 gyoke van a T
testben.

Bizonyitas.

Legyenek aq, ..., ay € T az f polinom &sszes kiilonboz6 gyokei. Ekkor

(x—wa1) ..o (x—wag) | f = k<degf =n. O

Addssagrendezés

A Bevezetés a szamelméletbe el6addson bizonyitas nélkiil szerepelt az alabbi allitas.

4.9. Lemma
Ha p primszdm, akkor az x?¢ =1 (mod p) kongruencidnak legféljebb d megolddsa
lehet modulo p.

Bizonyitas.
Ha p primszdm, akkor Z,, test, igy az x4 -Te Z,, [x] polinomnak legfdljebb d
gyoke lehet. O

Példa
Az x> —1 € Z13 [x] polinomnak négy gyoke is van! @




4.8. Definicié

Azt mondjuk, hogy az f € T [x] polinomnak az & € T elem
k-szoros gyoke, ha

(x—a)*|f de (x—a)kTtir.
A k szamot az a gyok multiplicitasanak nevezziik.

4.9. Megjegyzés

Megengedjiik a k = 0 esetet is: a pontosan akkor nullaszoros gydk, ha nem gydk.

Példa
Hanyszoros gydke a 2 az f = x® — 4x* — 3x3 4 34x% — 52x + 24 polinomnak?

fo= (x=2)(x*—2-7x*+20x —12) =
= (x=2°(3-T7x+6) =
= (=2

3) = hdromszoros gydk

x? 4 2x —
_\’_/
nem gydke a 2

Mikor irreducibilis egy f polinom a T test felett?
> f0,]1 <— @dengl

> trividlis felbontds: f = M. % ahol @ deg M = 0,deg + = deg f (vagy
forditva)

» nemtrividlis felbontds: f = M. &, ahol 1 < deg M, deg + < degf
4.10. Allitas

Az els6foki polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitas.
Ha f = M. & akkor deg M + deg + = 1, és igy

deg M = 1, deg+ = 0 vagy deg M = 0,deg+ = 1.

Mindkét esetben trividlis a felbontds.

4.11. Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha a gyoke f-nek, akkor f = (x — ) (- - - ) nemtrividlis felbontds.

4.12. Tétel

Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gydke.

Bizonyitas.

Ha f = M. & akkor deg M + deg + = 2,3, igy a nemtrividlis felbontdsokra a
kovetkezd lehetéségek vannak:

degf degM deg+

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van elséfokd osztdja. Egy elsofoku
polinom asszocidltsig erejéig mindig x — a alakban irhaté*, ez pedig akkor és csak
akkor osztja f-et, ha o gyoke f-nek.

O

_ b b __ b\ _
*aX+b—a<X+5>NX+5_X_(_E)_X_,X

Osszefoglalva:
Az

irreducibilis = nincs gycke

impikdcid igaz a legaldbb masodfoki polinomokra. Els6fokliakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke == irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa
Az f = x* +2x%2 + 1 € R [x] polinomnak nincs valés gyoke, mégsem
irreducibilis R felett:
f=("+1) (x*+1).




Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nev Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!

Példa

Az f = x?> +1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: & x2 41 = (x+1i) (x —i).
Példa

Az f = x?> — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar

felbomlik: @ x2 -2 = (x - ﬁ) (x n ﬁ)

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, annal ,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.
Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.

Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett

4.13. Tétel* (az algebra alaptétele)

Minden legaldbb els6foki komplex egyiitthatds polinomnak van gydke a komplex
szamok testében.

4.14. Kovetkezmény
A komplex szdmok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

Bizonyitas.

Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C [x] legalabb mésodfokd, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi (pl.
elséfokd) osztdja. O

4.15. Kovetkezmény

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds polinom elséfokil polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = a,x" + -+ -+ aix+ap € C[x] (n>1,a, #0), akkor
f-nek multiplicitdssal szdmolva pontosan n gydke van. Ha ezek a gyokok ag,...,an
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor
f=an(x—a1) -+ (x—ap). Ezt nevezziik a polinom gydktényezds
felbontasanak.

Bizonyitas.
C[x] EUGY = FIGY = GAGY = minden C feletti legaldbb elséfoku
polinom irreducibilisek, azaz elséfokiak szorzatdra bomlik. Ezek az elséfokiiak
asszocidltsag erejéig x — a alakiak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktorizicidja igy
fest:

f~(x—ag) - (x—ap).

Vildgos, hogy ekkor f gyokei éppen az a7y, ..., a, komplex szdmok. O




4.16. Kovetkezmény

Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyoke g-nek is, mégpedig legaldabb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.

Hasznaljuk a 3.51. Tételt (oszthatdsdg eldontése az irreducibilis faktorizaciéban
fellépd kitevok segitségével)! Az f polinom gyokei ,egy az egybe” megfelelnek f
primosztdinak, tovdbbad az a gyok multiplicitadsa éppen az x — a primtényezo

Irreducibilis polinomok a valds szamtest felett

4.17. Tétel

A valés polinomok nemvaléds gyokei komplex konjugalt parokban Iépnek fel:
VfeR[x] VzeC\R:f(z)=0 = f(z) =0.
(Igaz z € R esetén is, de akkor semmitmondé!)

Bizonyitas.

Legyen f = apx" + - - -+ a;x + ag, ahol a,,...,a1,a € R.

f(Z)=an 2"+ ---+a1-z2+a

kitevOje f primfelbontdsaban. O — 3 P44 Z4TS @ (3 € R)
=apnz"+---+az+a & (1.11/4)
= apz"+---+a1z+ ag (1.11/(2))
=f(2)
Tehdt f (z) =0 = f(z)=f(z)=0=0. O
4.18. Kovetkezmény
Minden pdratlan fokszamua valds egyiitthatdés polinomnak van valds gydke. ] o
_ Bizonyitas (folyt.)
Bizonyitas. Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.
@ Levezethetd az el6z6 tételbdl, de fliggvényvizsgalattal még konnyebb. O

4.19. Kovetkezmény

Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha elséfokd, vagy olyan masodfoki polinom, melynek nincs valds gyoke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezok:

» ax+b (a,beR,a#0);
» ax2+ bx + ¢ (a,b,cE]R,a;éO,bQ—43c<0).

Bizonyitas.

Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoki polinomok kozott pontosan a fentiek az
irreducibilisek (ldsd 4.12. Tétel).

» Ha f-nek van valés gydke, akkor nem irreducibilis R felett (4.11. Tétel).

» Ha f-nek nincs valés gydke, akkor legyen o € C \ R egy nemvalés komplex
gyok. Ekkor « is gydke f-nek (4.17. Tétel), és w # a mert « ¢ R. Ezért az
(x —a) (x — @) | f oszthatésag teljesiil C [x]-ben (4.6. Kévetkezmény). Node

(x—a) (x—&) =x* —2Rea-x+ |a]* € R[x],

igy f-nek (x —a) (x — &) valddi osztéja R [x]-ben (miért?). &
Tehat f nem irreducibilis.




Irreducibilis polinomok a racionalis szamtest felett

Primitiv polinomok
4.20. Definicié

Az apx™ + - - 4 aix + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egylitthatdi relativ primek, azaz Inko (ag, ..., an) = 1.

4.21. Allitas

Minden racionilis egyiitthatds polinom felbonthaté egy raciondlis szdm és egy
primitiv polinom szorzatdra:

VFeQx] 3reQ3f*eZ[x]: f=r-f"és f* primitiv polinom.

Bizonyitas.

n : .
Legyen f = Z% -x', ahol p;, qi € Z, Inko(pj,q;) =1 (i=0,...,n).
i=04i

f= 5 -27_03p,-x", ahol Q = Ikkt (go, ..., qn)
N

o

€L

o

f=8& Yiog x, ahol d = Inko (by, ..., by)

Primitiv polinomok
Bizonyitds (folyt.)
Tehdt f = r- f*, ahol

n b[

r= d €Q é =) —-x" €Z[x] primitiv polinom. @ O

Q i=0 d

4.22. Megjegyzés

Az el6z8 éllitdsban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]|-ben asszocialtsdg erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szdmolni.

Példa

15 45 5
Legyenf:7X2+Ix+§€Q[x].

f=15 2+£ +§@@2 315 +E

=7X XT3 = 28X 8 X T 28

_ 1 2 2
= 2 - (60x? + 315x + 70) 58 +(12x° +63x + 14)

N~ £*

Redukcié modulo p

n
Rogzitsiink egy p primszamot, és tekintsiik az f = Za,- -x" € Z [x] polinom
i=0
egyiitthatdit modulo p:

n .
fi=)3-x €Zy[x].
i=0

A maradékosztélyokkal valé szamolas definiciéjabdl adédik, hogy

Vf,g€Z|x]: f-g=F-

0

Nyilvdn deg f < deg f, tovdbba ha p | aj, akkor @, = 0, és igy deg f < degf = n.

Példa
Legyen p =5 és f = 10x3 + 7x? + 25x — 2. Ekkor

F=10x4+7x>+25x+ —2=0x3+2x>+0x+3=2x>+3 € Zs [x].




Gauss-lemma
4.23. Lemma B
f € Z|x] primitiv. <= minden p primszdmra f # 0 € Z,, [x].
Bizonyitas.
—: Ha f nem primitiv, akkor létezik olyan p prim, ami osztja f minden

egyiitthatéjat @ L ésigy f=0€Z,[x].

== Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z,, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv.
4.24. Tétel (Gauss -lemma)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.
Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
> fg nem primitiv = létezik olyan p prim, amelyre fg =0 € Z, [x].
> f primitiv = f #0 € Z, [x].
> g primitiv = g # 0 € Z, [x].
Tehdt a Z,, [x] gyliriiben f és g @ zérusosztdk, ez pedig lehetetlen @ , mivel
Zp, test. (Lasd a 2.21. Allitast és a 2.30. Tételt.)

O

Felbontds Q, illetve Z felett
4.25. Tétel

Ha egy legalabb elsofoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és deg f = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z[x]: f =g-hés0 < degg,degh < n;
(2) 3g,heQx]:f=g-hés0<degg, degh < n.

4.26. Megjegyzés

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett. Tehat a fenti tételt nem
fogalmazhatjuk meg egyszeriien ugy, hogy egy egész egyiitthatds polinom akkor és
csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.

Példdul a 2x polinom nem irreducibilis Z felett de irreducibilis Q felett. @
Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok (mint konstans polinomok).

Felbontas Q, illetve Z felett

4.25. Tétel
Vf € Z[x],degf > 1 esetén (1) < (2)

(1) dg,he Z[x]:f =g-hés0 < degg,degh < n;
(2) 3g,heQx]:f=g-hés0 < degg,degh < n.

Bizonyitas.
Az vildgos, hogy (1) = (2).
Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil, és legyen

g=r-g°, h=s-h", ahol r,s € Q és g*, h* € Z[x] primitiv polinomok.

Legyen rs = g, ahol Inko (p, q) =1 és g > 0. Ekkor
f:g-h:rg*-sh*:rs-g*h*:B-g*h*.
q

Meg fogjuk mutatni, hogy g = 1.

Felbontds Q, illetve Z felett
Bizonyitas (folyt.)

p

f==-g'"h" = q-f=p-g"h"

n
Legyen g*h* = Za,- -x". A fentiek szerint
i=0
Vie{0,....n}: qlp-a

— Vie{0,....,n}: q|a
— q | Inko(ag,...,an)

Cr Cr G

— qg=1

Tehat p
f==-g"h" = pg* - h" .
q g pPg - ,
€Z[x] €Z[x]

A fenti felbontasban a fokszamok ugyanazok, mint az eredeti f = gh felbontasban,
hiszen pg* ~ g és h* ~ h. O




Felbontas Z felett

Probléma
Adott n-edfokd f € Z [x] polinom esetén hogyan donthetjiik el, hogy léteznek-e
olyan g, h € Z [x] polinomok, melyekre f = g - h és 0 < deg g, degh < n?

Otlet

» Ha f = g - h, akkor barmely c egész szamra f (¢) = g (c) - h(c),
tehat g (c) osztéja f (c)-nek. gy csak véges sok lehet8ség van g (c)-re
(kivéve, ha f (c) = 0).

> Ha elég sok helyen ismerjiik g értékét, akkor g-t meg tudjuk hatarozni. @
— Kronecker-algoritmus

4.27. Definicié

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szdmnak, ha a
oszthaté p-vel, de p?-tel mar nem.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?1a.

Schonemann—Eisenstein

4.28. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium)
Legyen f = apx" + -+ -4+ a1x + ap € Z [x|. Ha létezik olyan p primszdm amelyre

PTan: P|an—1.---, P‘aly PH aO:f(O)'

akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.
Bizonyitds.
Tfh. van ilyen prim, és f mégsem irreducibilis Q felett. A 4.25. Tétel szerint

dg, heZ[x]:f =g -hés0 < degg,degh < n.
Redukéljunk modulo p: f =g-h=g-h € Z,[x]. Tudjuk, hogy
degg < degg és degh < degh.
Ha itt valamelyik egyenlétlenség szigoru lenne, akkor

degf = degg-h=degg +degh < degg +degh = degf = n,

ami f @ , hiszen p t a, miatt f fokszdma nem csdkken a mod p redukciénal.

Schonemann—Eisenstein

Bizonyitas (folyt.)
Tehat

0< k:=degg =degg és 0 < /:=degh=degh.

Az f egyiitthatdira kirdtt oszthatdsagi feltétel alapjan
g-h=Ff=a,x"€Z,[x],

és igy sziikségképpen

(&Y

bxk, h=7c¢x!, ahol k+1=nésb-c=a,.

U]

Ebbdl kovetkezik, hogy

)
) =

g (0

(0)

(&Y
> 0y

~—

1
ol ol

0°=0 = plg(0) » —
0 =0 = p|h(0)
— p?[g(0)-h(0) =f(0) =20. 7 O

Schonemann—Eisenstein

4.29. Kovetkezmény

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.

Bizonyitds.

@ x"42

Erdemes ezt Gsszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:
» C felett csak az els6fokuak,
> IR felett csak az els6fokiiak és bizonyos masodfokiiak

irreducibilisek.

Még szerencse, hogy a racionalis szimok testének mar nincs valddi részteste! @

4.30. Megjegyzés

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditasa...




Schonemann—Eisenstein

4.30. Megjegyzés

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelel6
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis

(keressiink ellenpéldat! @ ).
A megforditds helyett kdvetkezzék inkabb a tétel ,tiikdrképe”.

4.31. Tétel* (muirdtivd iestilidioubomi sl3t-nistenseid-nnsmsondrod)

Legyen f = apx" + -+ a1x + ap € Z [x]|. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllan plan-1,..., plai pfao,

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.

Racionalis gyokok

4.32. Tétel (Rolle tétele)

Legyen f = apx" + - - -+ a1x + ap egy tetszOleges egész egyiitthatds polinom.

Ha g egy egyszerlisithetetlen tort alakjdban felirt raciondlis szam (azaz

p.q € Z,q#0éslInko(p, q) =1), akkor

f<g>—0:> q|anésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gyokei mindig egész szdmok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: ¢ | an és p | ap nem garantilja,
hogy % gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,az a j&", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokot megtalalhatjuk (ha van egyéltalan racionélis gyok).

Raciondlis gyokok
Bizonyitas.
Tegyok fel, hogy g gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).
n n—1
0=f <p> — a”&n + an—lipn,]_ + -4 alB + ag.
q q q q
Szorozzunk be g"-nel:

0= anp" +an-1p" g+ -+ apg" !

p

+
&
Hasonléan:

anp" an-1p" tq+ -+ a1pq" t+a0g" =0

N
qlan <~ q|

q|

.
&




