Egyszerl jaték magja, Sprague—Grundy-fiiggvénye
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Jé és rossz allasok
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J6 4llasbdl csak rossz allasba lehet [épni
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Rossz allasbdl mindig lehet jé allasba [épni
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A jadtszma menete
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Egyszerl jaték magja

Legyen J = (P, L, N) egyszerii jaték.

Az M C P halmazt a J jaték magjanak nevezziik, ha
e NN C M,;
eVpeM VYgeP: (p,q) €L = g€ M;
eVpce M 3ge M: (p,q) € L.

A nyeré stratégia: ,Lépj mindig M-be!"”

Ha po ¢ M, akkor A-nak, ha py € M, akkor B-nek van nyerd stratégidja.

=—> A mag egyértelmiien meghatdrozott (ha létezik egyéltalan).
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A Sprague—Grundy-fliggvény

Legyen H C Ny, példdul H ={0,1,2,4,6} .
e max H = 6 (maximal)
e min H = 0 (minimal)

e mex H = min H = 3 (minimal excluded)

A v: P — Ny fiiggvényt a J jaték Sprague—Grundy-fiiggvényének
nevezziik, ha

Vp € P:y(p) =mex{y(q)|(p,q) €L}
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Sprague és Grundy tétele

Tétel (Sprague 1935, Grundy 1939)
TetszlOleges J egyszerii jatékhoz

@ létezik SG-fuggvény;
® a SG-fiiggvény egyértelmd;

© a mag éppen a SG-fiiggvény zérushelyeinek halmaza:

M={pePlvy(p)=0}.

6L e e s 6 7@ | (p,q) € L}



3. J6 4llasbdl csak rossz allasba lehet [épni

4z g;

v(p) = mex{y(q1),7(q2),....v(q)} =0 = Vi: y(q;) #0

j6 sy eeem e = j6 x{v(q) | (p,q) € L}



3. Rossz allasbdél mindig lehet j6 alldsba 1épni

4z 9i

v(p) = mex{y(q1),7(q2),---,7(q)} #0 = Ji:v(q;) =0

0L e e = x {v.(a) | (P> @) € L}



Mini Bachet-jaték

{v(@ | (p,q) € L}



Mini Bachet-jaték

10
9

8

7 nijo alas < 3|n
6

5

4
3

2

1
0

j6 s o e =k j6 x{v(q) | (p,q) € L}



1. A SG-fliggvény létezésének bizonyitdsa

Legyen J = (P, L, N) egyszerii jaték.
Rekurzivan definidljuk v (p) értékét:

e Ha o(p) = 0 (azaz p végallas), akkor legyen v (p) = 0.

e Ha az n-nél kisebb rendii dllasokon mar definidlt a « fiiggvény,
és o(p) = n, akkor legyen v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L}.
(Az itt fellépd g alldsokra o(q) < n, igy v (g) mar definidlva van.)

Mivel minden allas rendje véges, v értékét az Osszes allasra definidltuk.
Vildgos, hogy ez a v fiiggvény eleget tesz a SG-fiiggvény definicidjanak.
(Ha p végallas, akkor v (p) = 0 = mex0 = mex{v(q) | (p,q) € L}.)

j6 s o e = j6 {~7() | (p,q) € L}



2. A SG-fiiggvény egyértelmiiségének bizonyitdsa

Legyen J = (P, L, N) egyszerii jaték.

Tfh. v1 és v, is SG-fiiggvénye J -nek.

Rend szerinti indukcidval bizonyitjuk, hogy v1 (p) = 2 (p) minden p
allasra:

e Ha o(p) = 0 (azaz p végallds), akkor 71 (p) = mex® = 2 (p).

e Tth.Vge P: o(q) <n = 11(q) =12(q). (IH)
Legyen o (p) = n, ekkor

71 (p) E mex{71(q) | (p,q) € L} Emex{r2(q) | (p.q) € L} Z72(p).

(A fenti g alldsokra o (q) < n, igy 71 (q) = 72 (q) az IH szerint.)

0L o e = (@) | (P> @) € L}



Bachet-jaték
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v(n) =nmod 11

6 Lo rossz rossz = j6 v (p) = mex {~ (q) | (p.q) € L}



Bachet-jaték
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njo allas < 11| n

v (p) = mex{~(q) | (p,q) € L}
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Sarokba a b



Sarokba a santa bastyat!
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Matematika gyakorlatok megolddisa

Gy. 2881, A 8x 8-a5 sakktibla bal fiiis3 sarkdban cgy bibu gll, smely vizszintesen
Jobbra tépher leglelichb 4 mezdi, vagy flggilegesen lefelé legleljebb 3 mezdt. Andrds
€5 Baidzs felvéitva iépnek a bdbuval. Kinek van nyens swatégidja, ha
a) az nyer,
b) sz veszf,
aki a tabla jobb alsd mez&jére 16p? (H)

Mepoldsds, A fcladatot 8 x B-as t4bla he-
lyen # % mcsre oldjuk meg. Kezdjitk az a)
résszel. Az 1. dbra a 1dbla jobb alsé részét
mutatja. Az itt Jdthaté 4 x 5-0s rszt kiszinez-
ik az dbra seenint, €5 az cpész tiblat befedjik
cbbbl a sarokbdl indulva ilyen téglalapokkal;

A majd a kilége résecket Jovagiuk™, Ezdltal a
tibla minden mez8je fehér vagy fekete szind
Tett.

Belatjuk, hogy ha valaki a bsbuval fekete
mezSre 1€p, akkor ukina mir mindig tud gydz-
ni. Fekete mez6rS] csak fehérrc lchet Jépni,
hiszen mind vizszintesen, mind fliggblegesen

o nomtossn coovel vannak tdunlabh a fekete mee




