
Rontom-bontom játékok

Rontom-bontom játékok

Néhány kupac kaviccsal játszunk. Egy lépésben egy kupacot lehet

• bontani (elvenni belőle néhány kavicsot),

• rontani (két részre szétszedni),

• vagy bontani és rontani is

bizonyos, a játékszabályban rögźıtett megkötésekkel.

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Kivonási játékok

A kivonási játékok olyan speciális rontom-bontom játékok, ahol rontani
nem lehet, csak bontani. Pontosabban: egy kivonási játékot a K ⊆ N
kivonási halmazával adhatunk meg.

• állások: P = N0

• lépések: (p, q) ∈ L ⇐⇒ p − q ∈ K ⇐⇒ ∃a ∈ K : q = p − a

• végállások: N = {0, . . . ,min K − 1}

Példák:

• Bachet-játék: K = {1, . . . , 10}
• mini Bachet-játék: K = {1, 2}

A SG-függvény kiszáḿıtási szabálya:

γ (n) = mex {γ (n − a) | a ∈ K és a ≤ n} .

Grundy-léc

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Kivonási játékok

K = {2, 6}
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

γ(n) 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

K = {2, 5}
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

γ(n) 0 0 1 1 0 2 1 0 0 1 1 0 2 1 0 0 1 1 0 2

K = {1, 3, 4}
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

γ(n) 0 1 0 1 2 3 2 0 1 0 1 2 3 2 0 1 0 1 2 3

K = {2, 4, 7}
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

γ(n) 0 0 1 1 2 2 0 3 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Kivonási játékok

K = {1, 4, 9, 16, 25, 36, . . .}

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
γ(n) 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2

K = {2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
γ(n) 0 0 1 1 2 2 3 3 4 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Véges kivonási halmaz

Tétel

Véges kivonási halmaz esetén a kivonási játék SG-függvénye periodikus.

Biz.
Legyenek a kivonható számok: a1 < · · · < ak . Nevezzük az n ≥ ak szám
előzményének az

EL (n) =
(
γ (n − ak) , γ (n − ak + 1) , . . . , γ (n − 2) , γ (n − 1)

)

vektort.

1 A γ függvény korlátos: ∀n ∈ N0 : γ (n) ≤ k.

2 ∃ak ≤ n < m : EL (n) = EL (m)

3 EL (x) = EL (y) =⇒ γ (x) = γ (y) és EL (x + 1) = EL (y + 1)

4 A γ függvény periodikus: ∀x ≥ n : γ (x) = γ (x + m − n)

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Véges kivonási halmaz

Tétel

Ha K = {a, b}, akkor a kivonási játék SG-függvénye szigorúan
periodikus, és a periódus hossza legfeljebb a + b.

Biz.
A táblán.

Emlékeztető:

• K = {1, 2} esetén a periódus 3

• K = {1, . . . , 10} esetén a periódus 11

Tétel (Althöfer, Bültermann):

• K = {1, 8, 31, 38, 39} esetén a periódus 11 757

• K = {2, 16, 61, 75, 77} esetén a periódus 3 539 830

• K = {3, 24, 91, 112, 115} esetén a periódus 17 987 570 846

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

K = {2, 3, 9}

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Grundy-nim

A Grundy-nim olyan rontom-bontom játék, ahol csak rontani szabad: az
egyik kupacot ketté lehet osztani, de csak két különböző méretű kupacra.
Formálisan:

• kezdőállás: n ∈ N (egyetlen kupac kavics n db kaviccsal)

• állások: pozit́ıv egészekből álló véges sorozatok

• lépések:
(n1, . . . , ni−1, ni , ni+1, . . . , nk)→ (n1, . . . , ni−1, a, b, ni+1, . . . , nk),
ahol a + b = ni és a 6= b

• végállások: (n1, . . . , nk) ∈ N ⇐⇒ ∀i : ni = 1 vagy ni = 2

Ha a játszma az (n1, . . . , nk) állásnál tart, akkor gondolhatjuk azt, hogy
éppen most kezdjük k db Grundy-nim összegét játszani, rendre n1, . . . , nk

kezdőállásokkal. Ezért γ (n1, . . . , nk) = γ (n1)⊕ · · · ⊕ γ (nk).

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Grundy-nim

γ(n1, . . . , nk) = γ(n1)⊕ · · · ⊕ γ(nk)

γ(n) = mex {γ(a, b) | a + b = n, a 6= b}
= mex {γ(a)⊕ γ(b) | a + b = n, a < b}

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
γ(n) 0 0 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 3 2 1 3 2 4

γ(10) = mex {γ(1)⊕ γ(9) , γ(2)⊕ γ(8) , γ(3)⊕ γ(7) , γ(4)⊕ γ(6)}
= mex {0⊕ 1, 0⊕ 2, 1⊕ 0, 0⊕ 1}
= mex {1, 2, 1, 1} = 0

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Grundy-nim

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
γ(n) 0 0 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 3 2 1 3 2 4

Kérdés: Mi a jó lépés a 18 állásból?

Válasz: (3, 15) és (6, 12).

Kérdés: Mik a jó állások?

Sejtés: γ periodikus (valahonnan kezdve).

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Matematikai kugli (Kayles)

Henry E. Dudeney (1857–1930)

Egyszerre egy vagy két (szomszédos) bábut tudunk leütni.
Aki az utolsót leüti, az nyer.

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Matematikai kugli (Kayles)

γ(n1, . . . , nk) = γ(n1)⊕ · · · ⊕ γ(nk)

γ(n) = mex {γ(n − 1) , γ(n − 2) , γ(a, b) | a + b = n − 1, n − 2}
= mex {γ(n − 1) , γ(n − 2) , γ(a)⊕ γ(b) | a + b = n − 1, n − 2}

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
γ(n) 0 1 2 3 1 4 3 2 1 4 2 6 4 1 2 7 1 4

γ(9) = mex{γ(8) , γ(1)⊕ γ(7) , γ(2)⊕ γ(6) , γ(3)⊕ γ(5) , γ(4)⊕ γ(4) ,

γ(7) , γ(1)⊕ γ(6) , γ(2)⊕ γ(5) , γ(3)⊕ γ(4)}
= mex {1, 1⊕ 2, 2⊕ 3, 3⊕ 4, 1⊕ 1, 2, 1⊕ 3, 2⊕ 4, 3⊕ 1}
= mex {1, 3, 1, 7, 0, 2, 2, 6, 2} = mex {0, 1, 2, 3, 6, 7} = 4

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

Matematikai kugli (Kayles)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
γ(n) 0 1 2 3 1 4 3 2 1 4 2 6 4 1 2 7 1 4

Kérdés: Mi a jó lépés a 17 állásból?

Válasz: (2, 14) és (8, 8).

Tétel: γ periodikus (71-től kezdve): ∀n ≥ 71 : γ (n) = γ (n + 12).

Álĺıtás: γ (n) = 0 ⇐⇒ n = 0, tehát a végállás kivételével minden állás
rossz. (Tükrözéssel trükközve a kezdő mindig nyerni tud.)

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}

További rontom-bontom játékok

Dawson-sakk, oktális játékok: lásd a 3.5. és 3.6. alfejezeteket.

A 0,16 oktális számmal kódolt játék szabálya:

• 1-elemű kupac: el lehet venni;

• 2-elemű kupac: nem szabad hozzányúlni;

• legalább 3-elemű kupac: kettőt kell elvenni, és a maradékot ketté
szabad osztani.

n ≥ 3 esetén γ(n) = mex {γ(n − 2) , γ(a)⊕ γ(b) | a + b = n − 2}
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

γ(n) 0 1 0 0 1 2 2 1 4 0 1 4 2 1 4 0 1 4

Kérdés: Mi a jó lépés a 10 állásból?

Válasz: (1, 7) és (4, 4).

Tétel (Gangolli, Plambeck): ∃N ∀n ≥ N : γ (n) = γ (n + 149459).

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}


