Rontom-bontom jatékok

A kivonasi jatékok olyan specialis rontom-bontom jatékok, ahol rontani
nem lehet, csak bontani. Pontosabban: egy kivonasi jatékot a K C N
kivonasi halmazaval adhatunk meg.

e allasok: P = Ny
o lépések: (p,g) €L <= p—qgeK < JacK:gq=p—a
e végilldsok: N = {0,...,min K — 1}
Példak:
e Bachet-jaték: K ={1,...,10}
e mini Bachet-jaték: K = {1,2}
A SG-fliggvény kiszamitasi szabalya:

v(n)=mex{y(n—a)|ac Késa<n}.

Rontom-bontom jatékok

Néhany kupac kaviccsal jatszunk. Egy |épésben egy kupacot lehet

e bontani (elvenni bel6le néhany kavicsot),
e rontani (két részre szétszedni),

e vagy bontani és rontani is

bizonyos, a jatékszabdlyban rogzitett megkotésekkel.

v (p) = mex{~v(qa) | (p,q) € L}

Kivondsi jatékok Kivondasi jatékok

K ={2,6}
n [0|1]2]3[4]5]6]|7 89|10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |
v fofoftfrjofoftfijofof1 1 ]ofoft]t]o]o[1[]1]
K ={2,5}
n [0|1]2]3[4]5]6]|7 89|10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |
v fofoftfrjof2ftfofofif1fof2]1]o o]t ]1]o0[]2]
K ={1,3,4}
n [0|1]2]3[4]5]6|7 89|10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |
v foftfofr2fsfzfofifof1[2]3]2]o ]t ]o]1]2]3]
K={2,4,7}
n [0|1]2]3[4]5]6]|7 89|10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |
v fofoftfr[2f2fofs|ifof2 [1]0]2]1]o]2]1]0[2]
‘r/r o L)

v (p) = mex{~(a) | (p,q) € L}



Kivondasi jatékok Véges kivonasi halmaz

K = {1,4,9,16,25,36,...}
n [0]1]2[3|4]5][67|8]9[10[11 |12 [13 |14 [15 |16 |17 |18 |19 |
y(myfoftfofif2ofifoftfzfo 1 ]of1]2]0[1]o[1[2]
K =1{2,3,5,7,11,13,...}
n [0]1]2[3|4]5]67|8]9[10[11 |12 [13 |14 [15 |16 |17 |18 |19 |
y(myfofofrfif2]23sfafofo 1 ]1[2]2]3[3]4]4][s|

jé Y, rossz rossz ——» jé = me~<{ )| (p,q) € L}

Tétel

Véges kivonasi halmaz esetén a kivonasi jaték SG-fiiggvénye periodikus.
Biz.

Legyenek a kivonhaté szamok: a; < ---
elézményének az

< ak. Nevezziik az n > a) szam

EL(n): (V(niak)f}/(n*ak%“1)7"'/7("72)”7("71))

vektort.

O A ~ flggvény korldtos: Vn € Ny : v (n) < k.
® Jay <n<m:EL(n)=EL(m)
O®EL(x)=EL(y) = ~vy(x)=~v(y)ésEL(x+1)=EL(y+1)

O A ~ fiiggvény periodikus: Vx > n: vy (x) =~ (x+ m—n)

jo ——> rossz rossz ——> jé = mex {~ (q) \ (p,q) € L}

Véges kivonasi halmaz K =1{2,3,9}

Tétel
Ha K = {a, b}, akkor a kivonasi jaték SG-fiiggvénye szigortian
periodikus, és a periédus hossza legfeljebb a + b.

Biz.
A tablan. 0

Emlékeztetd:
e K ={1,2} esetén a periédus 3

e K=1{1,...,10} esetén a periédus 11

Tétel (Althéfer, Biiltermann):
e K =1{1,8,31,38,39} esetén a periédus 11757
e K=1{2,16,61,75,77} esetén a periédus 3539830

o K =1{3,24,91,112,115} esetén a periédus 17987 570 846

\va
j6 —— rossz rossz —3—\ jé v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L}

KoMal 1997/12

F. 3204. K¢t jitckos a kovetkezd jatekot jdtssza: 023% darab kavicsbo! felvdltva
efvesmek O vagy 2 vagy 3 kavicsot Az veszt, aki mdr nem tud igy clvenni. Vane
valamelyik jitékosnak nyens stratégidja?

Javasolta: Vénds Zoitdn, Budapest

Megoldas. Tekintsiik a kbvetkezd két halmazt:

8={2,3,4,7,809,10}, B={0 L, 5, 6}.

Legyen a f-edik 1épés utdn megmaradd kavicsok szidma ny, az n¢ 1 1-gyel valé osztdsi
maradéka pedig my.

Nézziik azt az esetet, amikor my € 5. Hamy €{2, 3, 7, 8}, akkor ng 2 2. Bxkor 2
kavicsot elvéve a halmazbdl, azr kapjuk, hogy my, € R.

my € {4, 0} esetén n¢ 24, igy ha 3 kavicsot vesziink el a halmazhél, akkor myyy €
€ B. Egyetlen eset marad hitca: mg = 10. Ekkor 9 kavicsor elvéve a halmazb6l, kapjuk,
hogy mg4) € B. Tehdt ha my € S, akkor mindig wdunk dgy 1épai, hogy myey € B le-
gyen. Konnyen ldthatd, hogy ha m¢ € R, akkor baumit 1épiink, mindenképpen myy € 5.
Osszefoglalva: mg € S esetén a kezdd tud dgy jétszani, hogy minden 1épése elfit a kavi-
csok szdmanak | l-es macadéka az § halmazba essen. Tgy 8 mindig td 1épni, tehdt ekkor
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j6 — rossz rossz —3—> jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




A Grundy-nim olyan rontom-bontom jaték, ahol csak rontani szabad: az
egyik kupacot ketté lehet osztani, de csak két kiilonbozé méretii kupacra.
Formilisan:

e kezdéallds: n € N (egyetlen kupac kavics n db kaviccsal)
e allasok: pozitiv egészekbdl allé véges sorozatok

o |épések:
(n, ..o mi—, iy niga, .o ni) = (ng, ...
ahola+b=n;ésa+#b

yNi—1, 4, b7 Nit1,---, nk)r

o végallasok: (ny,...,nk) € N <= Vi:n;=1vagy n; =2

Ha a jatszma az (ny, ..., nk) allasndl tart, akkor gondolhatjuk azt, hogy
éppen most kezdjiik k db Grundy-nim Gsszegét jatszani, rendre ny, ..., ng
kezdéalldsokkal. Ezért v (ny,...,nk) =~y (m) @ --- ® v (nk).

jé Y, rossz rossz ——» jé (p =mex{v(q) | (p,q) € L}

Y(m, ooy nk) =v(m) & - - & y(nk)

~v(n) = mex{vy(a,b) | a+ b= n,a# b}
=mex{y(a) ®y(b) |a+b=n,a< b}

7(10) = mex {7(1) ©~(9) ,7(2) ©~(8),7(3) ®+(7) ,7(4) ©~(6)}
=mex{0©1,002,140,001}
=mex{1,2,1,1} =0

p) = mex {v q)\(p q) € L}

j6 s rossz rossz ——> jé

Kérdés: Mi a jé 1épés a 18 allasbdl?
Vilasz: (3,15) és (6, 12).
Kérdés: Mik a jé allasok?

Sejtés: ~ periodikus (valahonnan kezdve).

v (p) = mex{~(q) | (p,q) € L}

Henry E. Dudeney (1857-1930)

Egyszerre egy vagy két (szomszédos) babut tudunk leiitni.
Aki az utolsét leiti, az nyer.

rossz = 6 ~ (p) = mex {~ (a) | (p, q) € L}

.V
j6 —— rossz




Matematikai kugli (Kayles)

7(”17 R "k) = ’7(”1) SRR EBP)’(nk)

v(n) = mex{y(n—1),v(n—2),y(a,b) |a+b=n—1,n—2}
— mex{y(n—1),7(n—2),7(2) &7(b) | a+ b=n—1,n—2}

7(9) = mex{7(8) ,7(1) ® ¥(7) ,7(2) & ¥(6) ,¥(3) ®¥(5) ,7(4) ®~(4),
Y(7),7(1) ©(6),7(2) & (5),7(3) © v(4)}
=mex{1,192,203,304,161,2,1©3,204,3a 1}
=mex{1,3,1,7,0,2,2,6,2} = mex{0,1,2,3,6,7} =4

v (p) = mex{~(q) | (p,q) € L}

Matematikai kugli (Kayles)

Kérdés: Mi a j6 lépés a 17 &llasbdl?
Vilasz: (2,14) és (8,8).
Tétel: v periodikus (71-tél kezdve): Vn > 71 : v (n) = v (n + 12).

Allitas: v(n) =0 <= n =0, tehat a végallas kivételével minden 3llds
rossz. (Tukrozéssel triikkozve a kezdé mindig nyerni tud.)

j6 s rossz rossz = o 7 (p) = mex {~ (a) | (p, @) € L}

Tovdabbi rontom-bontom jatékok

Dawson-sakk, oktdlis jatékok: lasd a 3.5. és 3.6. alfejezeteket.
A 0,16 oktdlis szammal kédolt jaték szabdlya:
o l-elemi kupac: el lehet venni;

e 2-elemii kupac: nem szabad hozzanydlni;

o legaldbb 3-elemii kupac: kettot kell elvenni, és a maradékot ketté
szabad osztani.

n > 3 esetén y(n) = mex{y(n—2),v(a) ®~y(b) |a+b=n—-2}

n |0]1]2[3]4]5]6|7|8]9[10[11[12 13|14 |15 |16 |17 |
vmJofrfofoftfafafijafo]t 421 ]4a]o]1]4]

Kérdés: Mi a j6 épés a 10 &llasbdl?
Valasz: (1,7) és (4,4).
Tétel (Gangolli, Plambeck): 3N Vn > N : v (n) = v (n + 149459).

v (p) = mex {~(q) | (p,q) € L}




