
Egyszerű játék magja, Sprague–Grundy-függvénye
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Jó és rossz állások



Jó állásból csak rossz állásba lehet lépni



Rossz állásból mindig lehet jó állásba lépni



A játszma menete

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó



Egyszerű játék magja

Legyen J = (P, L,N) egyszerű játék.

Az M ⊆ P halmazt a J játék magjának nevezzük, ha

• N ⊆ M;

• ∀p ∈ M ∀q ∈ P : (p, q) ∈ L =⇒ q ∈ M;

• ∀p ∈ M ∃q ∈ M : (p, q) ∈ L.

A nyerő stratégia:
”
Lépj mindig M-be!”

Ha p0 /∈ M, akkor A-nak, ha p0 ∈ M, akkor B-nek van nyerő stratégiája.

=⇒ A mag egyértelműen meghatározott (ha létezik egyáltalán).

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó



A Sprague–Grundy-függvény

Legyen H ⊆ N0, például H = {0, 1, 2, 4, 6} .

• max H = 6 (maximal)

• min H = 0 (minimal)

• mex H = min H = 3 (minimal excluded)

A γ : P → N0 függvényt a J játék Sprague–Grundy-függvényének
nevezzük, ha

∀p ∈ P : γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L} .

jó
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Sprague és Grundy tétele

Tétel (Sprague 1935, Grundy 1939)

Tetszőleges J egyszerű játékhoz

1 létezik SG-függvény;

2 a SG-függvény egyértelmű;

3 a mag éppen a SG-függvény zérushelyeinek halmaza:

M = {p ∈ P | γ (p) = 0} .

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



3. Jó állásból csak rossz állásba lehet lépni

γ (p) = mex {γ (q1) , γ (q2) , . . . , γ (qk)} = 0
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3. Rossz állásból mindig lehet jó állásba lépni

γ (p) = mex {γ (q1) , γ (q2) , . . . , γ (qk)} 6= 0
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3. Rossz állásból mindig lehet jó állásba lépni

γ (p) = mex {γ (q1) , γ (q2) , . . . , γ (qk)} 6= 0 =⇒ ∃i : γ (qi ) = 0

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}
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jó
∀−→ rossz rossz
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∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Mini Bachet-játék
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∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Mini Bachet-játék
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jó
∀−→ rossz rossz
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1. A SG-függvény létezésének bizonýıtása

Legyen J = (P, L,N) egyszerű játék.

Rekurźıvan definiáljuk γ (p) értékét:

• Ha o (p) = 0 (azaz p végállás), akkor legyen γ (p) = 0.

• Ha az n-nél kisebb rendű állásokon már definiált a γ függvény,
és o (p) = n, akkor legyen γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}.
(Az itt fellépő q állásokra o (q) < n, ı́gy γ (q) már definiálva van.)

Mivel minden állás rendje véges, γ értékét az összes állásra definiáltuk.

Világos, hogy ez a γ függvény eleget tesz a SG-függvény defińıciójának.

(Ha p végállás, akkor γ (p) = 0 = mex ∅ = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}.)

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



2. A SG-függvény egyértelműségének bizonýıtása

Legyen J = (P, L,N) egyszerű játék.

Tfh. γ1 és γ2 is SG-függvénye J -nek.

Rend szerinti indukcióval bizonýıtjuk, hogy γ1 (p) = γ2 (p) minden p
állásra:

• Ha o (p) = 0 (azaz p végállás), akkor γ1 (p) = mex ∅ = γ2 (p).

• Tfh. ∀q ∈ P : o (q) < n =⇒ γ1 (q) = γ2 (q). (IH)
Legyen o (p) = n, ekkor

γ1 (p)
SG
= mex {γ1 (q) | (p, q) ∈ L} IH

= mex {γ2 (q) | (p, q) ∈ L} SG
= γ2 (p) .

(A fenti q állásokra o (q) < n, ı́gy γ1 (q) = γ2 (q) az IH szerint.)
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∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Bachet-játék
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jó
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∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}



Bachet-játék
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Sarokba a sánta bástyát!

jó
∀−→ rossz rossz

∃−→ jó γ (p) = mex {γ (q) | (p, q) ∈ L}


