e normal jaték: J = (P, L, V); aki V-be lép, az nyer
e betli jaték: J' = (P, L, V); aki V-be Iép, az veszit
e hiszti-véltozat: Jh = (Ph, L Vh); aki V-be |ép, az nyer

Betli jatékok

Ph = PU{h}
Lh=LU{(v,h)|veV}=LU(V x{h})
={h}

A J' jatékot megnyerni ,ugyanaz’, mint a J" jatékot megnyerni.
Legyen v/ a 7" jaték SG-fiiggvénye:
"(h) =
VeV yi(v)= mex{fyh(h)} =mex{0} =1
Vpe P\ V: v"(p) =mex{+"(q) | (p.q) € L}

jo ., rossz rossz = jo v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Legyen p = (ny,...,nk) € N§ a k-csomés nim egy allasa.
Azt mondjuk, hogy. ..

e p nagy allds, ha legalabb két kupacban van legalabb két kavics:

di#j: nj>2és n; > 2;

e p dtmeneti allds, ha pontosan egy kupacban van legalabb két kavics:

li: n; > 2;
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e p kicsi allas, ha minden kupacban legfeljebb egy kavics van:
0 Vi: n <1

Csak ilyen |épések lehetségesek:

nagy — nagy atmeneti — atmeneti  kicsi — kicsi

nagy — atmeneti  dtmeneti — kicsi

jé V, rossz rossz = jo v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L} jo X, rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




Normal nim Normal nim

Emlékezteté: a k-csomds normal nim SG-fiiggvénye:

Tétel
Ym,.m) =m & @ g Az dtmeneti alldsok mind rosszak.
Egy kicsi allas akkor és csak akkor jé, ha paros sok 1-est tartalmaz. 2. biz.
. Tekintsiik a kovetkezd dtmeneti allast:
Tétel
Az dtmeneti dlldsok mind rosszak. pi= (o7 ...,0,1,...,1, ,,)7 0>0,n>2.
. > >
1. biz. ¢
Minden dtmeneti &llds igy fest (sorrendtél eltekintve): Ebbl tudunk 1épni a kbvetkezd két kicsi lldsba:
... ... > > 2.
o ’O’L,;l’”)’ £20,n22 ¢ =(0,...,0,1,...,1,1),  g:=(0,...,0,1,...,1,0).
/ —— ——

‘ ‘
A SG-fiiggvény értéke egy ilyen allason:
A g1 és g alldsok koziil az egyik j6 allas (ha ¢ paros, akkor g, j6, ha ¢

06---001d - dldn= n, hat peéros, paratlan, akkor g; j6). Tehat p-bdl lehet jé &llasba lépni, ezért p rossz
1@ n, ha ¢ paratlan. 3llas. 0O
Mivel n > 2, egyik esetben sem kapunk nullat. 0O

jé ., rossz rossz = jo (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L} jo X, rossz rossz = jo v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Normal nim Betli nim

nagy nagy e
z0ld: j6 allds a normél nimben z0ld: j6 4llas a normél nimben
atmeneti atmeneti
vonalkézott: j6 4llas a betli nimben
kicsi kicsi

(p) = mex {~v(q) | (p,q) € L} j6 ~Ls rossz E v (p) = mex {~v(q) | (p,q) € L}




Tétel
A hisztis nim j6 alldsai éppen a normal nim nagy jé alldsai és kis rossz
alldsai (valamint a hiszti-4llas).

Biz.
. e
Koévetkezmény ”

A betli nim nyer6 stratégidja majdnem ugyanaz, mint a normal nimé,
csak a végjatékot kell médositani: amikor dtmeneti allasbdl kis allasba
késziiliink |épni, akkor paratlan sok 1-est tartalmazé kis allasba kell
[épniink.

jo N, rossz rossz = jo v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Betli kivonasi jatékok
K ={1,3,4}
nlo|1]2]3]|a]5]6|7|8]9 10|11 [12 |13 |14 |15 |16 |17 |
vy loftfoft|2(3]2foftfof1 |23 ][2]0o]1]0]1
iy |1]ol1]ol2(3|2|1lolt|o |2 (3 |2]1]0]|1]0
K ={247}
nlo|1]2]3|a]5]6|7|8]9 10|11 [12 |13 |14 |15 |16 |17 |
vy lofofrfrf2]2fo(3ftfof2 |1 ]of2]1]0]2]1
iy |1]1]olol2 |21 |3lolt|2 o1 |2]0|1]2]0

i . s rossz s j6 v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Betli kivonasi jatékok

K ={2,6}

nlo|1]2]3|a]5]6|7|8]9 10111213 |14 |15 |16 |17

vmylofofrftfofoft|ifofo|1 |1 |ofo |1 |1]0]o0
yh(n)y |11 fojof1{1]ojof1|1|o |0 |1 |1 |0 |0 |11
K = {2,5}

nlo|1]2]3|a]5]6|7|8]9 10111213 |14 |15 |16 |17
vy lofolrftfol2ftfofoft|1]of2]1]o]o 1|1
v(n) 1|1 |0j0|1|2|0f1|1|0|O0 |1 |2 |0 |1 |1 ]0]|O

jo ., rossz rossz = jo v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Betli kivonasi jatékok

Lemma (Ferguson-parok)
Legyen a K = {a1, a, ...} kivondsi halmazi (a; = min K) kivonasi jaték
SG-fliggvénye . Ekkor

VneNg: v(n)=1 < ~(n—a;)=0.

Biz.
Tfh. nem igaz az allitds, és legyen n a legkisebb ellenpélda. Két eset
lehetséges:

® y(n) =1devy(n—a)#0

v(n—a1)#0 =5 Ji:y(n—a;—a;)=0

n mini

L0 (n—a) =14 y(n) =1

jo AN rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




Betli kivonasi jatékok Betli kivonasi jatékok

Lemma (Ferguson-parok)

Legyen a K = {a1, a2, ...} kivonasi halmazd (a; = min K) kivonasi jaték
SG-fliggvénye ~y. Ekkor

VneNg: v(n)=1 < ~(n—a)=0.
Biz.

Tfh. nem igaz az allitas, és legyen n a legkisebb ellenpélda. Két eset
lehetséges:

® Y(n—a1)=0de~v(n) #1

V(n) #0

'y(n—al):O %
= 7(n) =2
SG
=

Jity(n—a)=1

on S
j6 —— rossz rossz — j6

v (p) = mex {~v (q) | (p,q) € L}

Y(n—ai—a1) =04 y(n—a1)=0 O

Ferguson tétele

Barmely kivondsi jaték hisztis és normal véltozatdnak SG-fiiggvénye
kozott az alabbi Osszefliggés all fenn:
1, ha~(n)=0;
VneNo: 4" (m)={ 0, har(n)=1,
v(n), ha~(n) =2
Biz.
Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha n < a;, akkor y(n) = 0 és 7"(n) = 1.
Legyen most mar n > a; és tfh. (n — 1)-ig igaz az allitas (IH).
v(n) =mex{y(n—a1),vy(n—az),...} = mexH
Y(n) = mex{¥"(n—a1),7"(n—a),...} =mexH"

jo ., rossz rossz = jo v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Betli kivondsi jatékok

Biz. (folyt.) ~(n) =mexH, ~"(n)= mexH"
Héarom esetet kiilonboztetiink meg:

0 (n) =2

vn)>2 22 01eH 2 Hh=H 2% yh(n) = y(n)v
®(n)=1

vWn)=1=2 0ecH1¢H 2 1eH0¢H 25 h(n)=0v
© (n)=0

v =0=2 0¢H 2 1¢H = 1h(n)=10
Sziikségiink van arra, hogy 0 € H", azaz 1 € H.
A =0 = y(n—a)#0
=6 Ji:y(n—a;—a)=0

= (n—a)=1

j6 — rossz rossz — j6

— 1eH =% 0e H' = ~i(n)=1v 0

Tovabbi betli jatékok

Gyakori jelenség, hogy egy jaték betli valtozata sokkal nehezebb, mint a
normal. El6fordulhat az is, hogy a normal valtozat trividlis, a betli
véltozat viszont érdekes (és nehéz). llyen példaul a harapds (chomp),
Gale lefedds jatéka, és a taktix (Idsd a 3.11. és 3.12. alfejezeteket).

j6 —— rossz rossz — jé

Y 2 () = mex {7 (a) | (P, q) € L}

Y E v (p) = mex {~ (a) | (p, 4) € L}



