A Wythoff-nim magja

Négy tulajdonsag

Tekintsiik nemnegativ egész szamok egy 2 x oo méretii tdblazatat:

dp | a1 | a2 | a3 | -
T = = {(an,bn) : n € No}
bg | by | by | b3 | ---

(FEL) Minden nemnegativ egész szdm pontosan egy oszlopban Iép fel:

Vk e Ng3dlne Ny : a, = k vagy b, = k.

(KUL) Az n-edik pér tagjainak kiilsnbsége éppen n:
VneNg: b,—a,=n.

(MON) A sorok szigorti monoton névekedéek:

p<a<apyp<<az<--- és bo<b1<b2<b3<"'

(MIKI) Minden oszlopban a felsé szim megegyezik az sszes korabbi
oszlopokban szereplé szamok minimdlis kimaraddjaval:

Vne Ny : a, =mex{aop,a1,...,an—1,bo,b1,...,by_1}.

(KUL) & (MIKI) = (FEL)& (MON)

Lemma:

Ha egy T tablazat rendelkezik a (KUL) és (MIKI) tulajdonsagokkal,
akkor T rendelkezik a (FEL) és (MON) tulajdonsdgokkal is.

Biz.:
Tfh. T = (KUL) & (MIKI). Tetszéleges n € Ny esetén, (MIKI) szerint

a, = mex{ap,a1,...,an—1,b0,b1,...,bs—1} = mex H,_1,

apy1 = mex{aog,a1,...,an—1,4an, bo, b1,...,bp—1, by} = mexH,.

Mivel H, = H,—1 U {an, bp} = Ho—1 U {mex H,_1, b, }, vildgos (?), hogy

mex H,, > mex H,_1, vagyis a,.1 > a.
Az alsé sor monotonitdsa ezutdn mar (KUL) segitségével kijon:

bn+1:an+1+n+1>an+n:bn-

(KUL) & (MIKI) = (FEL)& (MON)

Osszefoglalva:

(folyt.)

Q < aa < a < a3 <
INA A A A\
bO < bl < b2 < b3 <

Ebbdl lathatd, hogy ha lenne ismétlédés, az csak b, = a, (¢ < n)
formaban Iéphetne fel. Node
by € {ao,...,an-1,bo,...,bp_1} = Hy—1 és a, = mexH,_1 = by # a,.

Ezzel beldttuk (FEL) unicitds részét.

Az egzisztencia részhez tfh. van olyan szam, ami nem |ép fel T-ben.
Legyen k a legkisebb ilyen kimaradé szam. Tehat 0,1,..., k — 1 mind

fellépnek, azaz
HHEN()IO,]_,...,/(—].EH,,_l és k¢Hn_1.

Ekkor k = mex H,_1 = a,,, vagyis k mégsem marad ki T-bél. 4 0




(FEL) & (KUL) & (MON) = W magja

Lemma:

Ha a T tablazat rendelkezik a (FEL), (KUL) és (MON) tulajdonsigokkal,
akkor T (és tiikorképe) a Wythoff-nim magja.

Biz.:
Tfh. T |=(FEL) & (KUL) & (MON); be kell Istnunk, hogy W magja:
M = {(anv bn) s (bn; an) ne No} .

® (0,0) e M:
e (FEL) miatt 3n: 0 € {an, bn},
e (MON) miatt n =0, és
° (KUL) miatt ag = b,
tehat (ao, bo) = (0, 0) e M.

@ M~ M: Tfh. (u,v) € M. Hova lehet innen lépni?
e (u—k,v) ¢ M (FEL) unicitas része miatt,
e (u,v—k) ¢ M (FEL) unicitas része miatt,
o (u—k,v—k)¢ M (KUL) miatt.

(FEL)& (KUL)& (MON) = W magja (folyt.)

3] W — M Tth. (u,v) ¢ M. Ha u = v, akkor (u,v) — (0,0) € M.
AMNTFH. u < v. (FEL) miatt u és v is szerepel valahol T-ben.
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(FEL) & (KUL) & (MON) = W magja

eM . M : Ezt az esetet kell még megvizsgalnunk:

uj- |V

Legyen u=a;, v=ajési <.
e Ha b; < v, akkor jé az dbran lathaté lépés: (u,v) — (a;, b;)
e Ha b; > v, akkor mindkét komponenst ugyanannyivel csokkentjiik:
(u,v) — (ak, bk), ahol k :== v — u = by — ax.
Ez valéban csokkentés?
u>a, < aj > ak
= i>k
<— bj—a;>v—u
“— bi>v Vv

(folyt.) § A Wythoff-nim magjanak jellemzései

Tétel:

Tetszbleges T tablazatra az alabbiak ekvivalensek:
(a) T = (KUL) & (MIKI)
(b) T |=(FEL) & (KUL) & (MON)

(c) T (és tiikorképe) a Wythoff-nim magja

Biz.:

Lattuk, hogy (a) = (b) = (c). Jeldlje A, B, illetve C mindazon T
tabldzatok halmazét, amelyekre (a), (b), illetve (c) teljesiil. Tudjuk, hogy

ACBCC.

Vildgos (?), hogy | A| =1 és |C| = 1. Tehit A= B = C egyelemi
halmaz, amelynek egyetlen eleme a Wythoff-nim magja (pontosabban a
mag fele).

O




Beatty tétele Beatty tétele (folyt.)

Tétel (Beatty):
1 1
Legyenek «, B olyan pozitiv irraciondlis szdmok, melyekre — + — =1
@

B

teljesiil. Ekkor az

o], [20], [3a] ... & [8].126].136]....

sorozatokban minden pozitiv egész szam fellép, mégpedig pontosan
egyszer.
Biz.: Lasd a kdnyvben, vagy ...
Két futd (A és B) fut korbe-korbe egymassal szemben egy futépélyan;
sebességeik — és — (kor/dra).

geik ~ & - (kor/éra)
A rajthelynél (ahonnan mindketten indultak) &ll egy biré. Amikor egy

versenyz6 elfut mellette, odakidltja neki, hogy eddig hdnyszor taldlkozott
szembe a masik versenyzdvel, a biré pedig feljegyzi ezeket a szamokat.

Milyen szamok fognak szerepelni a biré fiizetében?

1 1
° — B =1 = pontosan 6ranként taldlkoznak a versenyzok.
@
11
° — ﬂ ¢ Q = sohasem fognak pont a biréndl dsszefutni.
Q@

o Az n-edik kort A (ill. B) na (ill. ng) idé elteltével fejezi be, és ekkor
az [na] (ill. [nf]) szédmot kidltja oda a birénak.

e Tehat a bird fiizetében az [o], [2a],[3¢],. .., [6],[26],[36], .-
szamok fognak szerepelni (valamilyen sorrendben).

Masrészt viszont:
o Két taldlkozds kozott mindig egy versenyzo halad el a bird el6tt.
e [gy minden taldlkozas (sorszdma) pontosan egyszer lesz bejelentve.

e Tehat a bir fiizetében ez all: 1,2,3,.. ..

A fentiekbdl kovetkezik, hogy ... 0

Wythoff tétele Wythoff tétele (folyt.)

Tétel (Wythoff):
A Wythoff-nim magja:

1++/5
5

M = {([n7], [n7*]) : n € No}, ahol 7=

Biz.:

Legyen a, = [n7], b, = [n7?] (n=0,1,...). Elegend bel4tni, hogy a
T ={(an, bn) : n € No}

tablazat rendelkezik a (FEL), (KUL), (MON) tulajdonsigokkal.

2

A 7 szamrdl azt kell tudni, hogy 6 az x* = x + 1 egyenlet pozitiv

megoldasa.

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irraciondlis, és

1 1 T+1 72
-t 5= 2 =5 =1L
T T T T

Tehat az ay, ap, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer lép fel.

Mivel ag = 0, by = 0, a T tdblazat valdban rendelkezik a (FEL)
tulajdonsaggal.

(KUL) Tetszéleges n nemnegativ egész szdmra
by—an = [n7?] = [n7] = [n(r +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]
= [n7]+ n—[nT] =n.
(MON) Tetszéleges n, m nemnegativ egész szdmokra
n>m = nT>mrésnr? > mr?
= [n7] > [m7] és [nTz] > [mTz]
= b,>bnésa,>an
= b, > bmésa,> am. 0




