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A Wythoff-nim magjanak jellemzései

Tétel:
Tetszbleges T tabldzatra az aldbbiak ekvivalensek:
(a) T | (KUL) & (MIKI)

(b) T =(FEL) & (KUL) & (MON)

(c) T (és tiikorképe) a Wythoff-nim magja

Biz.:

Lattuk, hogy (a) = (b) = (c). Jeldlje A, B, illetve C mindazon T
tablazatok halmazat, amelyekre (a), (b), illetve (c) teljesiil. Tudjuk, hogy

ACBCC.

Vildgos (?), hogy |A| =1 és |C| = 1. Tehdt A =B = C egyelemii
halmaz, amelynek egyetlen eleme a Wythoff-nim magja (pontosabban a
mag fele).

O
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e, 11
Legyenek «, 8 olyan pozitiv irraciondlis szamok, melyekre — + B =1
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teljesiil. Ekkor az

[a],[2a],[3¢],... és [B],[26],[30],---

sorozatokban minden pozitiv egész szam fellép, mégpedig pontosan
egyszer.
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Tétel (Beatty):
e, 11
Legyenek «, 8 olyan pozitiv irraciondlis szamok, melyekre — + — =1
e

teljesiil. Ekkor az

[a],[2a],[3¢],... és [B],[26],[30],---

sorozatokban minden pozitiv egész szam fellép, mégpedig pontosan
egyszer.

Biz.: Lasd a konyvben, vagy. ..

Két futé (A és B) fut kdrbe-kdrbe egymdssal szemben egy futépélyén;

bessézeik 1~ s - (kr/ra).
sebességeik — és 3 (kor/éra)

A rajthelynél (ahonnan mindketten indultak) all egy biré. Amikor egy
versenyzd elfut mellette, odakidltja neki, hogy eddig hdnyszor taldlkozott
szembe a mdsik versenyzével, a bird pedig feljegyzi ezeket a szdmokat.

Milyen szamok fognak szerepelni a biré flizetében?
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Wythoff tétele

Tétel (Wythoff):
A Wythoff-nim magja:

14+5
5

M = {([n7],[n7?]) : n€No}, ahol 7=
Biz.:
Legyen a, = [n7], by, = [n7?] (n=0,1,...). Elegend& belatni, hogy a
T ={(an, bn) : n € Ng}
tablazat rendelkezik a (FEL), (KUL), (MON) tulajdonsagokkal.

A T szamrdl azt kell tudni, hogy 6 az x?

megolddsa.

= x + 1 egyenlet pozitiv
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Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.

(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra

b, —a, = [nTQ} - [nT] = [n (T + 1)] - [nT]



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.

(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra

by—ay, = [n7?] —[n7] = [n(r+1)] = [n7] = [n7 + n] — [n7]



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]
[nT] + n— [nT]



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL)

(KOL)

(MON)

Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irraciondlis, és
1 1 741 72 )
T2 2 2
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész

szam pontosan egyszer |ép fel.

Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)
tulajdonsaggal.

TetszOleges n nemnegativ egész szamra

by—ay, = [n7?] —[n7] = [n(r+1)] = [n7] = [n7 + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.

(MON) Tetszdleges n, m nemnegativ egész szdmokra

n>m —



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.

(MON) Tetszdleges n, m nemnegativ egész szdmokra

n>m = nr>m7és nr? > mr?

=



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.

(MON) Tetszdleges n, m nemnegativ egész szdmokra
n>m = nr>mrésnt? > mr?
= [n7] > [m7] és [m’z] > [m72]

=



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.

(MON) Tetszdleges n, m nemnegativ egész szdmokra
n>m = nr>mrésnt? > mr?

= [n7] > [m7] és [m’z] > [mTz]

= b, > b, ésa,> anm

=



Wythoff tétele (folyt.)

(FEL) Beatty tétele alkalmazhatd, mert 7 irracionélis, és

1 1 741 72

’7'+T2_ T2 _7'2_1'
Tehat az a1, ay, ..., by, by, ... szdmok kdzott minden pozitiv egész
szam pontosan egyszer |ép fel.
Mivel ag = 0, bg = 0, a T tablazat valéban rendelkezik a (FEL)

tulajdonsaggal.
(KUL) Tetszbleges n nemnegativ egész szdmra
bo—an = [n7?] —[n7] = [n(7 +1)] = [n7] = [nT + n] — [n7]

[nT] + n—[nT] = n.

(MON) Tetszdleges n, m nemnegativ egész szdmokra
n>m = nr>mrésnt? > mr?

= [n7] > [m7] és [m’z] > [mTz]

= b, > b, ésa,> anm

= b, > b, és a, > an. 0O



