Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jatszunk. Egy lépésben valamelyikbdl (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjlink szimmetriara!

Nim-osszeadas, jatékok osszege Formalisan:
o P = Ny x Ny

e ((p1,p2) , (q1,92)) € L akkor és csak akkor, ha
Pr>qiéspp=qx vagy p1=qiésp> G

e N={(0,0)}

Mag: M = {(p,p) : p € No}.

jo A rossz = jé v (p) = mex {~v(q) | (p,q) € L}

Nim-0sszeadas Nim-0sszeadas

A nim-Osszeaddst tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b := v (a, b).

A SG-fliggvény definicidja (és unicitdsa) alapjan a nim-Gsszeadast
695=3 egyértelmiien meghatarozza az aldbbi Osszefiiggés:

Va,beNg: adbb=mex({d®b|d <alUfadb |b <b}). (x)

A mex operdtor definicidja szerint () a kovetkezét jelenti:

Od<a—adPb#adb é b <b=— adb #adb

(kancellativitas)

O = N W b~ O O N

@c<adb = Ta<a:adPb=cvagyIb <b:adb =c

(nim-monotonitas)

QIO | = NW| OO | N
= | =2 O WIN O |ND
NN WO |2 (N RO
WDIW N = ONOO OB
Al OO |NO=INW
QO || N[ = O W |MN
DO |IN |~ W O
NN OO O h~W N =~O

v (p) = mex {v (a) | (p,q) € L} j6 o tossz rossz = 6 ~ (p) = mex {~ (a) | (p, q) € L}




Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton miivelet létezik a nemnegativ egész
szdmok halmazdn, éspedig a nim-osszeadas.

Biz.

Tétel

A bindris dsszeadas kancellativ és nim-monoton miivelet.

Biz.

Kovetkezmény

A nim-0sszeadas megegyezik a bindris 0sszeadassal.

jo Y, rossz rossz =R jo (p) =mex{~v(q) | (p,q) € L}

A binaris osszeadds nim-monoton

Tétel
A bindris dsszeadas kancellativ és nim-monoton miivelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfh. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjdban a 2% helyiértéknél 1ép fel:

ck #(aob), é Vi>k:c=ajob.

Tehdt ¢, =0 és (aob), =1, igy ax # bx. Admntfh. ay =1 és b, = 0.
Legyen @ = cob. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=co0=c.v

Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(') =ckobe=000=0

Vi>k: (a'); = ciob; = (ajobj)obj=ajo(bjob))=a00=a. v
]

V2
j6 —— rossz rossz =N jé v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L}

Az el6z6 oldalon! 0

A kovetkez6 oldalon! 0

Binaris 0sszeadas

Jeloljiik az a € Ny szdm kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2" helyiértéken allé) szdmjegyet a;-vel:

(a,- S {0, 1}) .

Az a és b szdmok a o b bindris o0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:

a=3n @maa =a+2-a+4at-=» 23

(aob), =ajobj=aj+ b mod2.

Tétel

A bindris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miivelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b = ao b, akkor

a'=a'o0=2ao(bob)= (a' ob)ob=(aob)ob=ao(bob) =aol =a.

j6 o rossz rossz = o 7 (p) = mex {(a) | (b, q) € L}

Jatékok Osszege

Jétsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Nb) és Jo = (P2, Lo, N,) jatékokat
ugy, hogy a soron kovetkez6 jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezzik J; és Jo Osszegének.
Formalisan: J1 + J> = (P1 X Py, Ly + Ly, Ny X Nz),
ahol ((pl,pz) , (ql,qz)) € Ly + Lo akkor és csak akkor, ha
(p1,q1) ELiéspp=qo vagy pi1=qiés (p2,q) € Lo.
Példa: Ha B jeldli az egycsomds nim jatékot (korlat nélkili Bachet-jaték),

akkor a kétcsomés nim B 4 B, a haromcsomés nim pedig B+ B + B.

J6 lenne, ha az 6sszeg SG-fliggvényét ki tudnank szamolni az
Osszeadandodk SG-fuggvényeibdl.
(Az vildgos, hogy i az identikus fiiggvény.)

N4 .
j6 —— rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




Osszegjaték SG-fiiggvénye Osszegjaték SG-fliggvénye

Tétel

Legyen a J és J egyszerii jatékok SG-fiiggvénye y és 5. Ekkor a J + J
Osszegjaték SG-fluiggvénye:

Yg+F (paﬁ) = ’Y(p) @ 5’([05) :

Biz.

Azt kell beldtnunk, hogy a v (p) @ 7 (P) fiiggvény eleget tesz a
SG-fiiggvény definicidjanak (a J + J jatékra nézve).

Ez a kovetkezét jelenti: barmely p € P,p € P esetén

7(p) &7 (B) = mex{7(a1) &7 (B),- -7 (a) €7 (B).
Y(p) & (@) 7 (P) 7 (d) },

ahol qi1,..., gk a p-bdl egy Iépésben elérhetd alldsok (a J jatekban)
G1,-..,qe pedig a p-bdl egy épésben elérhetd lldsok (a J jatékban).

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p) oA (p) =mex{...,v (@) ®F(B),---, 7 (P) 07 (d),...} = mexH.
Ez két dolgot jelent:

© 7 (p) 07 (P)¢EH?

v(p) = mex {y(q1),....7(q)} == Vi:y(p)#~(q)
L% (p) @7 (B) £ (a) @F ()
(Hasonléan Vj : 7 (p) & % (p) # ~ (p) &7 (d).) v

@7c<v(p)@7(p) = ceH?

c<(p)@7(p) "™ 33 <y(p):c=a D7 (p)
= 3i:d =v()
= c=aeyPF)=v(@)@7(B)eH V

O

j6 —— rossz rossz —— jo

 eDesm emp @ =me{(y@ICeaely

jo ., rossz rossz = jé = mex {~ (q) \ (p,q) € L}

Tobbcsomds nim Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =318,
ezért SG-figgvénye:

v (a,b,c)=v(a) @B (b)®s(c)=adbPc.

Altaldnosan, a k-csomds nimre

Y5 (at,-. . ak) = a1 @ - @ ax.

A jé allasok tehat azok, amelyeknél a csomdék méreteinek nim-osszege 0.

Hogyan lehet megtaldlni a j6 Iépést (egy nemnulla nim-Gsszegii allasbdl)?

v (p) = mex {~v(q) | (p,q) € L}

Jé dlldsa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a j6 [épés?

a=001101, =13
b =101010, = 42
¢ =011110, =30
d =101011, =43
s =010010, =18 #0 = (a, b, c,d) rossz &llas

d=bdchd=s@da=31>a (13,42,30,43) » (31,42, 30,43)
b=adchd=s@b=56>b  (13,42,30,43) -» (13,56,30,43)
d=adbadd=s@dc=12<c  (13,42,30,43) — (13,42,12,43) v
d=adbdc=sad=57>d (13,42 30,43) - (13,42,30,57)

N4 .
j6 —— rossz rossz 2, jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}



