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A tovabbiakban (ahogy eddig is) K egy nulla karakterisztikdju testet jeldl.

Definicié

Az N | K testbdvités normalis, ha minden f € K [x] irreducibilis polinom esetén
f-nek van gyoke N-ben = f minden gyoke N-ben van.

(Az utébbi azt jelenti, hogy Jay,...,ap € N: f~ (x —a1)--- (x —apn).)

A végesfoki normilis bovitéseket Galois-bévitéseknek nevezziik.

Tétel

Tetsz8leges N | K végesfokii bévitésre az aldbbiak ekvivalensek:
(i) N| K normdlis (azaz Galois);

(i) N zart a K feletti konjugdltsagra, azaz barmely o € N elemre
my k minden gyoke N-ben van;

(iii) N| K felbontasi test, azaz van olyan g € K [x] polinom, melyre N = L, k.
Bizonyitas
(i) = (ii): Trividlis (f := my k irreducibilis K felett).

(i) = (iii): Konnyii (legyen N = K (0) és g = my i; ekkor N = L, k).



Bizonyitas (folyt.)
(iii) = (i): Nem olyan konnyii. Tth. 3g € K [x] : N = Lg i, vagyis
N =K (B1 ... Bm) ahol g ~ (x — B1) -+ (x — Bm).

Legyen f € K [x] irreducibilis polinom melynek a € N gydke, és legyen &’ € K egy
masik gyoke f-nek. (Cél: o’ € N.)

Ekkor my k = my i = f, ezért K (a) | K és K (') | K izomorf b&vitések
(mindkettd izomorf K [x] / (f) | K-val):

35 K (a) — K (a') izomorfizmus, 5|k = idk .
Hatarozzuk meg g felbontdsi testét K («) és K (') felett:
Lok =K (@) (Br--o . Bm) = K(B1,--..Bm) (&) = N(a) =N;
Le k() =K@)(Br--.Bm) = K(B1,--.. Bm) (&) = N (a').
A felbontési test unicitdsa (izomorfizmuskiterjesztési tulajdonsag) szerint
3 ¢: N — N () izomorfizmus, @[y (o) = .
Ekkor |k = 3|k =idk, tehdt N | K = N («) | K.

Emiatt a K < N < N (a) testtoronyban [N : K] = [N (&) : K], és igy
[N(a"): N =1. Tehdt N(a’) = N, azaz &’ € N. O



Tétel
Ha K < E < N és N | K Galois-bévités, akkor N | E is Galois-b8vités.
Bizonyitas
N| K Galois = 3dg € K[x]:N=Lgg, azaz N =K (B1,..., Bm). ahol
g~ (x—P1) - (x— Bum). Ekkor

N=K(@P1,---.fm) CE(B1,---.Bm) SN (B1,....Bm) =N,

vagyis N = E (B1,...,Bm). Tehdt N = L, g és igy N | E normalis. O

Megjegyzés
Normalis bovités ,alsé fele” nem mindig normdlis, sét barmilyen végesfoku
testbdvités felléphet egy normalis bovités alsé feleként!

Valéban, legyen E | K végesfokd, és legyen © € E primitiv elem: E = K (8).
Legyen N = Ly, K ekkor K < E < N és N | K normilis.

Vegyiik észre, hogy E | K minden normalis kiterjesztése tartalmazza N-et (miért?),
ezért N-et az E | K bévités normdlis lez4rtjdnak nevezziik.



Definicio
Az E | K testbévités normalis lezartjan a legszlikebb olyan N testet értjiik, melyre
K < E < Nés N|K normilis.

Példa

A Q(V/2) | Q bdvités normélis lezartja:

N=Lgs rq= Q(V/2, V/2¢, v/2e?) = Q(V/2, €), ahol ¢ = cis 27”
Példa

Normilis-e a Q(v/2,7) | Q testbévités?

A ® = /2 + i primitiv elem minimalpolinomja f := mygQ = x* —2x? 49, és ennek
gydkei £1/2 0. Tehdt Lrq = Q(£vV2+i) = Q(V2,i), azaz a bévités normalis
(normilis lezdrtja sajat maga).

HF: Hatdrozza meg a Q(+/3) | Q bévités normalis lezartjat.

HF: Bizonyitsa be, hogy minden masodfoki bovités normalis.



Definicio
Az N | K testb8vités Galois-csoportja azon N — N automorfizmusok csoportja,
melyek pontonként fixen hagyjak K-t:

Gal (N | K) = Autk N = {c: N = N izom., 0|k = idk}.

Tétel
Legyen N | K Galois-bdvités, és legyen G = Gal (N | K). Barmely a, &’ € N esetén

JoeG: ac=da" <= myx = my g (azaz a és a’ konjugdltak).
Bizonyitds
= Legyen f = my i = anx" + ap_1x" 1+ +ax+a (aj € K).
Tfh. ac = &’ valamely ¢ € G-re. Szdmitsuk ki f (a') értékét:

f(&)=f(a0) = an(a0)"+ap_1 (a0)™?

+ -+ a1 (a0) + ao
=anr- (00)" 4+ ap_10- (a0)" P4+ a10 - (a0) 4 ago
= (a,,zx” + a,,_1¢x”*1 + -+ ax+ ao) o

= (f(n))c=00=0.

Tehat o’ gyoke f-nek, és igy f = my k, hiszen f irreducibilis K felett.



Tétel
Legyen N | K Galois-bdvités, és legyen G = Gal (N | K). Barmely a, &’ € N esetén

/

JoeG: ac=da <= myx=my g (azaz a és a’ konjugéltak).

Bizonyitas (folyt.)
<= Ha my k = my g, akkor K (a) | K és K (a') | K izomorf bévitések:

J st K (a) = K (a) izomorfizmus, x|y = idk és wse = a.

Mivel N | K Galois-bévités, 3g € K [x] : N = Lg i, vagyis N = K (B1,...,Bm),
ahol g ~ (x —B1) - (x—Bm).

Hatarozzuk meg g felbontdsi testét K («) és K (a') felett:

Lek@)y = K (@) (Br,-- Bm) = K(B1,--. Bm) (&) = N(a) =

Le k@) =K (@) (Br-- Bm) = K (B1,- -, Bm) (&) = N (a')

N.
A felbontési test unicitdsa (izomorfizmuskiterjesztési tulajdonsag) szerint
Jo: N — N izomorfizmus, 0|k () = 5.

Ekkor 0|k = x|k = idk, tehdt o € Gal (N | K) és wo = o’. O



Kovetkezmény

Galois-bovités Galois-csoportjdnak elemszama megegyezik a bOvités fokszamaval:
|Gal (N | K)| =[N : K].

Bizonyitas

Legyen N | K Galois-bdvités, 9 = 91 € N primitiv elem (N = K (8)) és legyen

f=mpx=(x—01) - (x—05). Ekkor n=[N: K] és 0y,...,0, € N (miért?).

Ha 0 € Gal (N | K), akkor & és 00 konjugéltak: Jk : Yo = 9. Ez az informacié
(és az, hogy 0|k = idk) mdr egyértelmiien meg is hatdrozza a o leképezést.
Valéban, az N test minden eleme egyértelmiien felirhatd

a=ap 10" 14+ +ad+ap (aj € K)
alakban, és ekkor
Ko = ap_10 - (19(7)"71 4t ao- (80) +ao0 = ap 1"+ -+ a0 + a0
Jeldlje oy a fenti leképezést, vagyis o: N — N, ¥ a;d — Za,-ﬂ;;.

Belattuk, hogy Gal (N | K) C {01,...,0n}. Még azt kellene igazolni, hogy
mindegyik o valéban izomorfizmus. Node ez kdvetkezik az egyszer(i algebrai

/////

izomorfizmus, amelyre d¢ = Oy és ¢|x = idk. Ekkor a fentiek szerint ¢ = 0. [



Definicié
Egy f € K [x] polinom Galois-csoportjdn a K feletti felbontdsi testének a
Galois-csoportjat értjiik: Gal (f) = Gal (N | K), ahol N = Ly .

Tétel

Legyen f € K [x] tobbszorés gyokok nélkiili n-edfokd polinom. Ekkor Gal (f)
izomorf S, egy részcsoportjaval. Konkrétabban, ha Gy a gyckok halmaza, akkor a

p: Gal(f) = Sgy, 0= 0lgy

.megszoritd leképezés” bedgyazza a Gal (f) csoportot Sg, = Sp-be.

Bizonyitas

Legyen N = Lf k és 0 € Gal (f). Ha a €Gy , akkor f (xo) = f (x) 0 = 00 = 0,
vagyis a0 € Gy. Tehat 0 (Gy) C Gy, ezért van értelme megszoritani a o leképezést
a Gy halmazra, és igy egy (T|Gy € Sgy permutdciét kapunk.

Az vildgos (?), hogy a megszoritas és a leképezésszorzds felcserélhetd egymdssal:
(0oT) |y =0|ayo T|ay, ezért i homomorfizmus. Azt kell még beldtnunk, hogy
U injektiv.

Ha 0,7 € Gal (f) és 0|y = T| Gy, akkor o és T megegyezik a KU Gy halmazon.

Ez a halmaz generélja az N testet (hiszen N = Lf x = K (GYy)), ezért 0 = 7.
L]



A Galois-elmélet fététele
Legyen N | K Galois-bdvités és G = Gal (N | K) = AutkN.

Tekintsiik az [ = {(a,0) : ac = a} C N x G ,lleszkedési reldcid” 4ltal indukilt
Galois-kapcsolatot:

P(N) - P(G), E — {ceG|VacE:ac=a} = F
P(G) — P(N), Hw— {aeN|VoeH:ac=a} = H = Fix(H).
(1) VECN: E"=E <= K<E<N (azaz E € SubkN).

2) VHC G: H'=H <= H<G (azaz H € SubQG).

(3) A SubkN és Sub G haldk kozstt dudlis izomorfizmust |étesitenek az
Ers E'=Gal(N|E) é Hw H = Fix(H)
leképezések (amelyek egymds inverzei).

(4) Legyen E € Subk N és H € Sub G egymdsnak megfelel6 résztest és
részcsoport:

E=H =Fix(H) é H=E =Gal(N|E).
a) [N:E]=|H| és [E:K]=][G:H]
b) E | K normilis <= H< G, és ha ez teljesiil, akkor Gal (E | K) = G/H, azaz
Gal (E | K) = Gal (N | K) / Gal (N | E).



Bizonyitas
(1) B/ =E <& K<E<N

—: Ha E"” = E, akkor E = (E')', és igy kozbiilsé test (HF).
<=: Tfh. E € SubkN és legyen F = E"". (Cél: E = F.) Ekkor E C F és

Gal(N|F)=F =E" =E =Gal (N | E).
Mivel N | F és N | E normilis b8vitések,
[N:F]=|Gal (N|F)|=|Gal (N|E)| =[N:E].
Tehdta K C E C F C N testtoronyban [N : F] = [N: E], ésigy [F: E] = 1.
2 H'=H <= H<G
—: Ha H” = H, akkor H = (H')', és igy részcsoport (HF).
<= Nem bizonyitjuk.
(3) Kovetkezik a fentiekbél és a Galois-kapcsolatokrdl tanultakbdl.
(4) Legyen H=E’' = Gal (N | E). Mivel N | K és N | E normalis b8vitések,
[N:K]=|Gal (N | K)|=|G|] és [N:E]=|Gal(N|E)|l=]|H|.
Ebbdl kovetkezik, hogy
[E:K]=[N:K]/[N:E]=|G|/|H|=[G:H].
A tobbit nem bizonyitjuk. O



