Sziikséges elbismeretek a
,Magasabb foku egyenletek és geometriai szerkeszthet6ség”
cimi targyhoz

CSOPORTOK

Fogalmak: csoport, részcsoport, norméloszto, generalds, konjugéltsdg, faktor-
csoport, homomorfizmus, szimmetrikus és alternalé csoportok.

Tételek: Lagrange-tétel, homomorfiatétel, izomorfiatételek, megfeleltetési té-
tel, az alterndld csoportok egyszeriisége.

1. feladat: Legyen V a Klein-féle négyes csoport:

V = {id, (12) (34) , (13) (24) , (14) (23)} .

Mutassa meg, hogy V normalosztdja Ss-nek, és igy Ay-nek is. Irja fel az AV
faktorcsoport elemeit és a miivelettablazatat. Melyik ,,ismert” csoporttal izomorf
Ay /V?

2. feladat: Jeldlje {,p az © — ax + b linedris fliggvényt a valds szamok
halmazan, és legyen

G={lyp:a,beR a+#0},
H={lyp:aecR,a+#0},
N:{EL})S bGR}

Ellendrizze, hogy G csoportot alkot a leképezések szorzdséval (kompozicidval).
Igazolja, hogy H és N is részcsoportja G-nek, és hatarozza meg mindkettohoz a
bal- és jobboldali mellékosztalyokat. Mutassa meg, hogy N normaélosztd, de H
nem az. Hatdrozza meg a G/N faktorcsoportot, és allapitsa meg, hogy melyik
»ismert” csoporttal izomorf a faktorcsoport.

3. feladat: Irja fel az els6 izomorfiatételt az elézé feladatbeli G csoport H és
N részesoportjaira. Ennek segitségével még egyszer (és kevesebb szdmoldssal!)
megkapjuk a G/N faktorcsoportot.

4. feladat: Keressen olyan ¢ sziirjektiv homomorfizmust a 2. feladatban sze-
repld G csoportrdl egy alkalmasan vélasztott csoportra, amelynek magja éppen
N. IrJa fel a homomorfiatételt erre a ¢ homomorfizmusra. Igy harmadszor is
megkapjuk a G/N faktorcsoportot.

5. feladat: Az els§ izomorfiatétel segitségével igazolja, hogy S4/V = Ss.
(Keressen Sj-ben egy megfeleld H részcsoportot, majd alkalmazza az elsé izo-
morfiatételt a G = Sy, N =V szereposztéssal.)

6. feladat: Hatdrozza meg S, Osszes olyan részcsoportjat, amelyik tartalmazza
V-t, és rajzolja fel ezen részcsoportok (tartalmazds szerinti) Hasse-diagramjat.
A megfeleltetési tétel segitségével hatdrozza meg Sy /V Gsszes részesoportjat, és
rajzolja fel a Hasse-diagramjukat. (Vesse Ossze ezt az 5. feladat eredményével.)
Keressen Sy-ben olyan részcsoportokat, amelyekre alkalmazhat6 a mésodik izo-
morfiatétel, és irja is fel a megfelel$ izomorfiat.



KLASSZIKUS ALGEBRA

Fogalmak: komplex szdmokhoz kapcsoléd6 minden fogalom (kiilonss tekintet-
tel az egységgyokokre), test feletti polinom és polinomfiiggvény, maradékos osz-
tés, euklideszi algoritmus, legnagyobb kozos oszté, irreduchbilis polinom, gyok,
tobbszoros gyok, szimmetrikus polinom, elemi szimmetrikus polinom.
Tételek: komplex szdmokrdl minden (kiilénods tekintettel az egységgyskokre),
test feletti polinomgyfir(i euklideszi gytlrd (és gy {6idedlgyliri és Gauss-gylirii
is), ,diofantoszi” egyenlet test feletti polinomgytriiben, Inko és kozos gyokok
kapcsolata, az algebra alaptétele, irreducibilis polinomok C és R felett, Scho-
nemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium, Rolle tétele a racionalis gyo-
kokrol, szamest feletti irreducibilis polinomnak nincs t6bbszoros gyoke, harmad-
és negyedfoki egyenletek megoldédsa (Cardano, Ferrari), Viete-formuldk, a szim-
metrikus polinomok alaptétele.

7. feladat: Hatdrozza meg az alabbi polinomok irreduchbilis faktorizaciéjat C,
R és Q felett:

fr=a%+27;
fo = 2% — 16;
fs=a" + 7zt — 8.

8. feladat: Hatdrozza meg az alabbi polinomok irreducibilis faktorizaciéjat Q
felett:

fi = a5 + 22° + 2 + 2223 + 5522 + 44z + 11;
fo = a® + 5z + 62 + 1;
fs =4zt — 72? — 5z — 1.
9. feladat: Szdmitsa ki f és g legnagyobb ko6zos osztéjat, és adja meg az
fu+ gv =1nko (f,g) egyenlet egy megolddsat (a Q [z] polinomgyfiriiben).
f=2?+z+1, g=2°—-2;
f=z, g=a%—2z+2

LINEARIS ALGEBRA

Fogalmak: vektortér, altér, generatorrendszer, linearis fiiggetlenség, bazis, di-
menzid, végesdimenzids vektortér.

Tételek: bazis=maximalis linearisan fiiggetlen rendszer=minimalis generdator-
rendszer, végesdimenzids vektortérben barmely két bazis elemszama ugyan-
annyi.



GYURUK

Fogalmak: gytir(i, részgyliri, idedl, f6idedl, generalas, faktorgy{iri, homomor-
fizmus, integritastartomany, euklideszi gytri, f6idedlgytiri, Gauss-gytiri.

0.1. Tétel: Ha I idedl az R gyfirliben, akkor a v: R — R/I, a — a + I leké-
pezés sziirjektiv homomorfizmus (természetes homomorfizmus). Tehét minden
faktorgytirtt homomorf kép.

0.2. Tétel: Ha ¢: R — S sziirjektiv gytirthomomorfizmus, akkor ker ¢ ideél
az R gytiriiben, és R/ ker ¢ = S. Tehdt minden homomorf kép faktorgyfirii.
0.3. Tétel: Ha R f{8idedlgyfirii, de nem test, akkor az R/ (m) faktorgyiirii
akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis.

TESTEK

Fogalmak: test, karakterisztika, résztest, generalds, testbdvités, algebrai és
transzcendens elem, minimalpolinom, egyszerli algebrai és egyszerii transzcen-
dens bévités.

0.4. Tétel: Legyen L|K egy testbOvités, és legyen oo € L algebrai elem K
felett, mo, x minimalpolinommal. Ekkor mg, g irreducibilis K felett; tovdbba,
ha f € K [z] irreducibilis f6polinom, melynek a gyoke, akkor f = mq k.

0.5. Tétel: Legyen K test, f € K [z] irreducibilis n-edfoktd polinom. Ekkor az
L = K [z] / (f) faktorgy(iri test, amelynek minden eleme egyértelmiien felirhaté

an_12" 14+ +ax+ay (apn-1,...,a0 € K)

ykanonikus” alakban. (Itt a feliilvonds a modulo f maradékosztalyt jeloli, azaz
P =p+ (f) minden p € K [z]-re.)

0.6. Tétel: Legyen L = K («) egyszeril algebrai b6vitése a K testnek, ahol «
minimélpolinomja n-edfokid. Ekkor L minden eleme egyértelmiien felirhaté

n_ 10" ' dajatag (an_1,...,00 € K)

,kanonikus” alakban.

Megjegyzés: Az utols6 két tétel lényegében ugyanazt a dolgot irja le két kii-
16nb6z6 nézépontbol.

0.5—0.6: Tekintsiik el6szor a 0.5 Tételbeli szituaciét. Konnyi ellenérizni,
hogy az L testben az {a: a € K} halmaz egy K-val izomorf résztestet alkot.
Azonositsuk ezt magédval a K testtel, vagyis hagyjuk el a feliilvondsokat a K-
beli elemekrél (de csak azokrdl!). lgy K részteste lesz L-nek, azaz egy LIK
testbovitést kapunk. Ennek elemei egyértelmiien eléallnak

ap_12" '+ ax+ag=an12" + -+ @T +ag =

=a,1T" '+ +aT+ag (an-1,...,00 € K)

alakban. Ebbdl latszik, hogy K elemei és az T elem egyiitt generaljdk az L
testet (rdadasul a generdldsnél a négy alapmiiveletbdl csak az elsé hdromra van
sziikségiink). Vagyis az a := T jelolést bevezetve azt kapjuk, hogy L = K («).
Hétravan még annak megmutatasa, hogy « algebrai K felett. Ehhez szamoljuk



kiaz f € L[z] polinom (K C L miatt f tekinthetd L feletti polinomnak!) o € L
helyen felvett helyettesitési értékét. Legyen f = b,x™ + --- + byx + bg, ekkor

f(@)=bpa™ +-- +bia+by=0,T"+-- +bT+by =
=byz"+--+bix+by=f=0=0.

Tehdt o gyoke f-nek, {igy « algebrai K felett és L = K («) egyszer(i algebrai
bévités. Tovabba a 0.4. Tétel szerint f asszocidlt m, x-hoz (mert f irreducibilis
K felett).

0.6—0.5: Induljunk most ki a 0.6. Tételben vazolt szituaciobodl, és tekint-
stk a p: K [z] — L, p — p(a) gylirthomomorfizmust, ami minden p € K [z]
polinomhoz annak « helyen felvett értékét rendeli (ellendrizziik, hogy ez va-
16ban gyfirthomomorfizmus!). A 0.6. Tételbdl kovetkezik, hogy ¢ sziirjektiv,
és igy a 0.2. Tétel (gyliriielméleti homomorfiatétel) szerint L = K [z] / ker ¢.
Test feletti polinomgyfirti mindig féidedlgytirii, ezért létezik olyan f € K [x]
fépolinom, amelyre kerop = (f). A K[z]/(f) faktorgy(iri test (hiszen izo-
morf az L testtel), tehdt a 0.3. Tétel szerint f irreducibilis K felett. Nyilvdn
fekerp = f(a)=0,ésigy a 0.4. Tétel mutatja, hogy mq = f. Ossze-
foglalva, azt kaptuk, hogy az L = K («) test izomorf a K [z] polinomgyfir( (f)
foidedl szerinti faktortestével, ahol f az a elem K feletti miniméalpolinomja. Az
izomorfizmust konkrétan is felirhatjuk (gondoljuk meg, hogy miért jéldefinialt
ez a 1 leképezés):

¢: Klal/(f) = K(a), prp(a).

(Itt a modulo f maradékosztdlyokat megint feliilvondssal jelsltiik.) Figyeljiik
meg, hogy ¥ (@) = a minden a € K esetén, valamint ¢ (T) = «. Mivel az
{@: a € K} halmaz és az T elem egyiitt generdlja a K [z] / (f) testet, az utébbi
két tulajdonsag egyértelmiien meghatarozza a 1 izomorfizmust.

A 0.5. és0.6. Tételek csak a testek elemeit {rjak le, azt nem, hogy hogyan kell
szamolni ezekkel az elemekkel. A szdmolés gyakoroltatdsara hivatott a kovetkezd
két feladat.

10. feladat: Adja meg a Q (o) test u,v,w elemeit ,kanonikus” alakban, ahol

a:\s/i és
u=(1+a+a®)(2-0), v=a', w= (1+a—|—o¢2)71.

11. feladat: Adja meg a Q (o) test u,v,w elemeit ,kanonikus” alakban, ahol
a gyoke az 23 — 2z + 2 polinomnak, és
u:a7, v:ofl, w=oao*+a2

12. feladat: Hatarozza meg az alabbi komplex szdmok minimalpolinomjat C,

R és Q felett:
o = \/3—\/6, ag =241, Oégzi\lyg.



