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Definicio
Gauss-egészen olyan komplex szamot értiink, melynek valés és képzetes
része is egész szam. A Gauss-egészek halmazat Z[i] jeloli. Tehat

Zlil={a+ bi:a,beZ}.

Allitas
A Gauss-egészek kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes gyiiriit (azaz
integritastartomanyt) alkotnak.

Az oszthatésag minden integritastartomanyban definialhato, és hasonlé
tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az egész szamok koreben Igy specialisan
a Gauss-egészek oszthatésaga is értelmezheté.

Definicio
Azt mondjuk, hogy az o Gauss-egész osztéja a 3 Gauss-egésznek, ha van
olyan v Gauss-egész, amelyre 5 = a - 7. Formalisan:

al|f = IyelZli]: B=a:7.
Példa: (1+17)]2 mert2=(1+i)(1—i).



Definicio
Az oo = a + bi € Z[i] Gauss-egész normaja:
la| = |of® = a@ = a® + b% € Ny,

Tétel
Tetszéleges o, B € Z[i] Gauss-egészek esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) llo- Bl = lled - 18]
Biz: - f = la- 5|2‘ = lal*- |8 = |a] - 18]

(2) a|B = laf |18l ‘
BizZ e |0 — yeZ[il: 6=a -7
= 18l =—al: 1l — HQHIHBH

(3) all « Ja] =1
Bizz = : kovetkezik (2)-bdl.

< - kovetkezik abbl, hogy o ] la| = o@.



Definicié
Azt mondjuk, hogy az ¢ Gauss-egész egység, ha osztéja az egységelemnek,
azaz ¢ | 1. Az egységek halmazat Z[i]* jeldli.

Kovetkezmény
*

A Gauss-egészek gyiiriijének egységei: Z[i]* = {1,—1,i,—i}.
Bizonyitas.
e=a+bieZ[i]* < |¢|=1
e B
= L0 o Oivagy 55 0 p- 1 N

Megjegyzés :

Az egységek minden kommutativ egységelemes gyiiriiben csoportot alkotnak
a szorzas miiveletével. A fentiek szerint a Gauss-egészek gyirGjének
egységcsoportja éppen a negyedik egységgyokokbdl allé csoport.

Egy masik nevezetes példa: Z,, egységcsoportja a redukalt
maradékosztalyokbdl allé Z?, csoport.



Definicié
Azt mondjuk, hogy az « és § Gauss-egészek asszocialtak, ha kdlcsondsen
osztjak egymast:
a~f < a|p és B|a.
Allitas
Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié a Gauss-egészek halmazan.
Két Gauss-egész akkor és csak akkor asszocialt, ha csak egység tényezében
kiilonboznek egymastol:

a~f < JeeZli]*: a=ep.

Megjegyzés

Az asszocialtsag és az egységek kozott minden integritastartomanyban
fennall a fenti kapcsolat. Asszocialt elemeket oszthatésag szempontjabél
nem érdemes (s6t, nem is lehet!) megkiilonbdztetni.

Példa: Az a = 2 + 3/ Gauss-egész asszocialtjai:

a=243i fg= 08 . S IOF T o)



Tétel

Gauss-egészeken lehet maradékos osztast végezni: tetszéleges a, 5 € Z[i],
B # 0 esetén léteznek olyan ¥, p Gauss-egészek, amelyekre o = 5 - + p és
lpl < IB]l. (Itt ¥ a hanyados és p a maradék.)

Bizonyitas.
Tetszéleges 1) esetén a p := o — 8 - ¥ valasztassal teljesiilni fog az
a = -9+ pegyenléség. A  kunszt' az, hogy olyan ¥ Gauss egészet

talaljunk, amelyre |p| = [[a — 8- 9| < ||8]. Ez ekvivalens azzal, hogy
(6
SE
B ‘

Ha ¥ az % komplex szamhoz legkdzelebb es6 Gauss-egész a komplex
szamsikon, akkor ez teljesiilni fog.

(Rajzoljuk le: A Gauss-egészek egy egységnyi oldalt négyzetekbdl allé racs
csucsai. Az & komplex szam valamelyik négyzetbe esik (esetleg a hatarara).
A négyzet valamelyik cstcsa biztosan 1-nél kézelebb lesz %-hoz.) |



Példa
Osszuk el maradékosan az « = —7 + 5/ Gauss-egészt a f = 1 + 2/
Gauss-egésszel.

Szamitsuk ki a hanyadost a komplex szamok testében:

g bl 3 119
— = =—-+—i=0,6+3,8i~1-+4i.
3 1472 5+5/ ,0+ 5,01 =4

Kerekitsiik a hanyados valds és képzetes részét is a legkozelebbi egész
szamra: ¢ := 1+ 4i. Ekkor p = a — 8- = —J, és ez valéban j6 lesz
maradéknak, mert |p|| =1 <5 = |j].

Megjegyzés: J6 lenne a ¢ := 4/ valasztas is, mert ekkor p'= 1+ 7 jon ki
maradéknak, és |p|l =2 < 5 = |3||. Tehat a maradék és a hanyados nem
egyértelm.

(Hasonléan ellenérizhets, hogy még 9 = 1 + 3/ is megfelels, de ¥ = 3/ mar
nem.)



A maradékos osztasra épitve lehet euklideszi algoritmust végezni a
Gauss-egészek korében, és igy bebizonyithaté, hogy barmely két
Gauss-egésznek létezik legnagyobb kézds osztdja.

Definicié
A 0 € Z[i] Gauss-egészt az « és 3 Gauss-egészek legnagyobb kozos
osztéjanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

(KO) 0 |aésd | B
(LN) Ve Z[i]: (5 | a és 32 | B) = | 6.

Tétel ‘ _
Barmely két Gauss-egésznek létezik legnagyobb k6z0s osztéja, és az
kifejezhet6 a két elem ,linearis kombinaciéjaként':

Va, g € Z[i] 3¢,n € Z[i]: Inko(a, B8) = a& + Bn.

Erre a tételre alapozva az egész szamokhoz hasonl6an megmutathatd, hogy
a Gauss-egészek gy(rijében is ekvivalens a felbonthatatlansag és a
primtulajdonsag, és érvényes a szamelmélet alaptétele is.



Definicié

Azt mondjuk, hogy a w € Z[i] elem irreducibilis (vagy felbonthatatlan), ha
nem nulla és nem egység, és csak gy bonthaté két elem szorzatara, hogy az
egyik tényezd asszocialt m-hez. (Ekkor a masik tényezé sziikségképpen
egység; ilyenkor trivialis faktorizaciordl beszéliink.) Formalisan:

Va,BeZli]: m=af = w~avagym ~ .

Definicié

Azt mondjuk, hogy a 7 € Z[i] elem prim, ha nem nulla és nem egység, és
valahanyszor oszt6ja egy szorzatnak, mindannyiszor OSZtOJa a szorzat egyik
tényez6jének. Formalisan:

Va,Be€Z[i]: 7| aBf = 7| avagy 7| 5.

Tétel
A Gauss-egészek gyiir(ijében az irreducilibis elemek pontosan ugyanazok,
mint a prim elemek.



A Gauss-egészek gyiiriijének prim (avagy felbonthatatlan) elemeit
Gauss-primeknek nevezziik. Sziikségiink lesz id6nként az egész szamok
gyliriijének prim (avagy felbonthatatlan) elemeire is; ezekre egyszeriien csak
primszamokként hivatkozunk.

Tétel

A Gauss-egészek gyiir(ijében érvényes a szamelmélet alaptétele:

minden « € Z[i]\{0} Gauss-egész felbomlik Gauss-primek szorzatara, és ez a
felbontas a tényezdk sorrendjétdl és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmdi.

Példa

A 17 + 19/ Gauss-egész felbontasa Gauss-primek szorzatéra:
17 £ 197 = (1 4+ 7)< (2— D2 (2+30).

Hogy itt 1 + 1/, 2 — i és 2 + 3/ valéban Gauss-primek, az a naluk kisebb
normaju Gauss-egészek vizsgalataval ellenérizhetd.

A tovabbiakban az a célunk, hogy leirjuk a Gauss-primeket, és egyszerii
médszert adjunk a fentihez hasonlé felbontasok megtalalasara.



Lemma
Minden 7 € Z[i] Gauss-primhez van olyan p € N primszam, amelyre 7 | p.

Bizonyitas.
Tekintsiik a ||7r| természetes szam felbontasat primszamok szorzatara:
|7l =pr-...: P
Mivel ||7|| = 7 - 7, vilagos, hogy Z[i]-ben teljesiil a 7 | ||7|| oszthatésag.
Ezt osszevetve a fentivel, és hasznalva w primtulajdonsagat, kapjuk, hogy
T =l = pi ot paee—== dk o | py
Tehat 7 osztja a pi primszamok valamelyikét. ||

Ezek szerint az Osszes Gauss-primet megkapjuk, ha elkészitjiik a primszamok
Z[i]-beli primfaktorizaciojat. Ezekrél a faktorizaciokrol szl a kovetkezd
lemma.



Lemma
Ha a p € N primszam nem Gauss-prim, akkor Z[i]-beli primfelbontasa igy
fest: p=m - 7.

Bizonyitas.
Ha p nem Gauss-prim, akkor felbomlik Gauss-primek szorzatara:

e b= 2]
Vegyiik mindkét oldal normajat:
Pe=lpl = lma] - ... |mal-

Ez csak agy lehetséges, hogy n = 2 és |m1|| = |m2f = p.

Ekkor tehat p = ||7r1| = m1 - 71, és ezzel meg is kaptuk p primfelbontasat
Z[i]-ben.



Példa

Ime az els6 harom primszam felbontasa Gauss-primek szorzatara:
e Bl (1 1)~ (1102
° 3.Gauss—pr|’m;

o 5=(24 ) (2= ).

Tétel
(1) A 2 primszam felbomlik Z[i]-ben: 2 = (1 + i) - (1 — i) ~ (1 + )2

(2) Ha a p primszam 4k + 3 alakd, akkor p a Z[i] gyiiriiben is
felbonthatatlan. :

(3) Ha a p primszam 4k + 1 alaka, akkor a Z[i] gyiiriben két Gauss-prim
szorzatara bomlik: p = (a + bi) - (a — bi) = a° + b°.
(Itt a két tényezé (1)-gyel ellentétben nem asszocialtja egymasnak.)

A Gauss-egészek gyiir(jének irreducibilis elemei éppen a fenti felbontasokban
szerepl6 elemek (asszocialtsag erejéig).



Bizonyitas.
(1) Trivi.

(2) Ha p nem lenne Gauss-prim, akkor a lemma szerint
p=(a+ bi) (a— bi) = a*+ b2

A modulo 4 maradékok vizsgalataval belathatd, hogy ez
p=23 (mod 4) esetén nem lehetséges.

(3) Ha p=1 (mod 4), akkor —1 négyzetes maradék modulop p,
azaz k> = —1 (mod p) alkalmas k egész szammal. Ekkor

plk?+1=(k+i)(k—1i).
Ha p Gauss-prim lenne, akkor ebbél az kdvetkezne, hogy
plk+ivagyp|k—i,

de egyik sem lehetséges.



Kovetkezmény (Fermat-féle kétnégyzetszam-tétel)

Egy pozitiv egész akkor és csak akkor bonthaté két négyzetszam osszegére,
ha primhatvanytényez8s felbontasaban a 4k + 3 alaki primek paros kitevdvel
szerepelnek.

Bizonyitas.

A két négyzetszam Osszegeként el6allo pozitiv egészek pontosan a nemnulla
Gauss-egészek normai. Tekintsiik egy tetszéleges 0 # ( Gauss-egész
primfelbontasat Z[i]-ben:

my myr

Py P p ™ o™, ahol

(1) ¢ € Np (ha 1 + i nem szerepel ¢ felbontasaban, akkor legyen ¢ = 0),
(2) mindegyik p; egy 4k + 3 alakd primszam, s € Nyg, nj € N,

(3) mindegyik 7; olyan Gauss-prim, amelynek normaja
qj := |mj| egy 4k + 1 alakt primszam, r € Ng, m; € N.

Ekkor ¢ normaja:

jd—2f i .l n



Példa

Bontsuk Gauss-primek szorzatara a ¢ = 17 + 19/ Gauss-egészt.

El&szor bontsuk a ||| természetes szamot primszamok szorzatara:

I¢l= 172 19% = 650 =2 5 18

Bontsuk mindegyik fellép6 primszamot Gauss-primek szorzatara:
2D LB B )2 ) 13 = (2130 (2 30).
Ezeket behelyettesitve a fenti egyenlSségbe, megkapjuk a ¢ - ¢ szorzat
primfelbontasat Z[i]-ben:
IClh =g = (Ll =2+ /)% (28 (2 8i) (2 3i).
Itt a tényezk fele adja ¢ felbontasat, a masik fele meg ¢ felbontasat. Hogy

kideriiljon, melyik tényezé hova tartozik, maradékos osztassal vizsgaljuk
meg, hogy melyik osztéja (-nak, és melyik nem:



Példa (folyt.)

HQH=g-Z=(1+i).(1—/)-(2+i)2.(2—i)2-(2+3i)-(2—3/).

Itt a tényezok fele adja ¢ felbontasat, a masik fele meg ¢ felbontasat. Hogy
kideriiljon, melyik tényezé hova tartozik, maradékos osztassal vizsgaljuk
meg, hogy melyik osztéja (-nak, és melyik nem:

el & e BRSO R S Tl s TR

(Vegyiik észre, hogy itt az els6 két oszthatésag ugyanaz, mert 1 4+ ~ 1 — i,
és helytelen lenne ebbél levonni azt a kdvetkeztetést, hogy ¢ oszthaté
(L+)(1—1i) = 2-vell)

Tehat ¢ felbontasa Gauss-primek szorzatara igy fest:

17419 =(1 +9 2 -0 @il



Megjegyzés
Azt kaptuk, hogy

17+ 19i=@th- (=0 (3 37

Az egységekkel , jatszva” masképp-is felirhatjuk ugyanezt:

17 + 190 (Bl 0 (2~ M2+ 3] = (1— D@ =0F (-3 + 2i).

Még sok mas formaban felirhatnank ugyanezt a primfelbontast. Az egész
szamokhoz képest furcsa lehet, hogy itt az asszocialtsag nemcsak az el6jel
varialasat jelentheti, pl. 2 + 3/ és —3 + 2/ is asszocialtak (de 2 — 3/ mar nem
asszocialt hozzajuk!).



Gauss-primek






