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Definicié
e .o € C algebrai'szam <= 3f € Q[x],f # 0: fla) =0
< 3f € Q[x] fépolinom: f(a)=0
—df c 7|, f = 0 tlo)=0

® o€ C algebrai egész <= 3If € Z|x] fépolinom: f(a)=0
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Tétel
e a8 e
«a algebrai szam <= a = T, ahol 3 algebrai egész és n € N.




Definicio6
Algebrai szamtesten Q végesfoki testbdvitését értjiik: Q < K < C, ahol
[K : Q] < co. A K-beli algebrai egészek gyiiriit alkotnak, ezt Ok jeldli.
Példak T

¢ K=Q0Q esetén Ox =7

—

® K=Q(i)={a+bi:abec Q} esetén 1 e
Ok =Z[i] ={a+ bi : a,b € Z} (Gauss-egészek)

* K=Q(v2)={a+bv2:a,bcQ} esetén
Oplilin2] = {a L by2:a bc 7}

* K=Q(V3i)={a+bV3i:abcQ} eset

b :
OK={§+§\/§i:a,b€Z,aEb (mod 2) te

Zlw] ={a+bw:abeZ} aholw= 3+ ?i (Euler-egészek)




Az Ok gyiiriikben lehet definialni oszthatésagot, asszocialtsagot,
egységeket, legnagyobb kozos osztét, irreducibilis és prim elemeket, de
ezek sajnos nem mindig viselkednek olyan szépen, mint Z-ben.

Peldaul K = Q(v/—5) esetén Ok = Z[/—5] = {a+ b\/-5: a,b € Z},
és itt nincs barmely két elemnek legnagyobb kdzds osztéja, az irreducibilis
és a prim elemek nem ugyanazok, nincs minden elemnek egyértelmii
irreducibilis faktorizacioja.

Definicié
Az R gylirti egységcsoportja: R* ={ac R:a|1}={ac R:3a7! € R}.
Példak :

* K = Q esetén Of = {1, -1} (masodik egységgyokak)

e K=Q() esetén Ok ={1,-1,i,—i} (negyedik egységgyokok)
* K = Q(v2) esetén O =? (végtelen!)

* K =Q(v3i) esetén Oj = { sl o ?:} (hatodik egységgyokok)




Definicio
Az a = a+ bv/2 € Z[/2] elem konjugaltja @ = a — b\/2.

Tétdl
Tetsz6leges a, B € Z[v/2] esetén a £ f =a + B &

Definicié
Az a = a + b2 € Z[/2] elem normaja N(a) = aa = a®> — Ib? € Z.

Tétel
Tetsz6leges o, B € Z[\/2] esetén N(a - ) = N(a) - N(b’).(—

Tétel
Tetszoleges o € Z[v/2] esetén a € Z[V2]* <= N(a) = +1.
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Tétel (Dirichlet)
Legyen d > 1 négyzetmentes természetes szam, és legyen (x1,y1) a

legkisebb pozitiv megoldasa az x? — dy? = +1 egyenlet(ek)nek.

Legyén £ = x1 + y1V/d (fundamentalis egység), és legyen " = x, + y,V/d.
Ekkor a Z[v/d] gyiirii egységcsoportja

Z[\/E]*:{iak:kEZ}.

Kovetkezmény

1. Ha N(e) = 1, akkor :
® a pozitiv Pell-egyenlet dsszes megoldasa (£x,, +y,), ahol n € Ng;

® a negativ Pell-egyenletnek nincs megoldasa.

2. Ha N(e) = —1, akkor
® a pozitiv Pell-egyenlet 6sszes megoldasa (£x,, +y,), ahol n'€ Ny ps;

® a negativ Pell-egyenlet dsszes megoldasa (£x,, +y,), ahol n € Ny ptl.
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