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Definíció
• α ∈ C algebrai szám ⇐⇒ ∃f ∈ Q[x ], f �= 0 : f (α) = 0

⇐⇒ ∃f ∈ Q[x ] főpolinom : f (α) = 0

⇐⇒ ∃f ∈ Z[x ], f �= 0 : f (α) = 0

• α ∈ C algebrai egész ⇐⇒ ∃f ∈ Z[x ] főpolinom : f (α) = 0

⇐⇒ mα ∈ Z[x ]

Példa
• √

2 algebrai egész: m√
2 = x2 − 2

• 1√
2

algebrai szám, de nem algebrai egész: m 1√
2
= x2 − 1

2

• 1√
2
+ 1√

2
i algebrai egész: m 1√

2
+ 1√

2
i = x4 + 1

Tétel
α algebrai szám ⇐⇒ α = β

n , ahol β algebrai egész és n ∈ N.



Definíció
Algebrai számtesten Q végesfokú testbővítését értjük: Q ≤ K ≤ C, ahol
[K : Q] < ∞. A K -beli algebrai egészek gyűrűt alkotnak, ezt OK jelöli.

Példák
• K = Q esetén OK = Z

• K = Q(i) = {a+ bi : a, b ∈ Q} esetén
OK = Z[i ] = {a+ bi : a, b ∈ Z} (Gauss-egészek)

• K = Q(
√

2) = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Q} esetén
OK = Z[

√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z}

• K = Q(
√

3i) = {a+ b
√

3i : a, b ∈ Q} esetén

OK =
�a

2
+

b

2
√

3i : a, b ∈ Z, a ≡ b (mod 2)
�
=

Z[ω] = {a+ bω : a, b ∈ Z}, ahol ω = 1
2 +

√
3

2 i (Euler-egészek)



Az OK gyűrűkben lehet definiálni oszthatóságot, asszociáltságot,
egységeket, legnagyobb közös osztót, irreducibilis és prím elemeket, de
ezek sajnos nem mindig viselkednek olyan szépen, mint Z-ben.

Például K = Q(
√
−5) esetén OK = Z[

√
−5] = {a+ b

√
−5 : a, b ∈ Z},

és itt nincs bármely két elemnek legnagyobb közös osztója, az irreducibilis
és a prím elemek nem ugyanazok, nincs minden elemnek egyértelmű
irreducibilis faktorizációja.

Definíció
Az R gyűrű egységcsoportja: R∗ = {a ∈ R : a | 1} = {a ∈ R : ∃a−1 ∈ R}.
Példák
• K = Q esetén O∗

K = {1,−1} (második egységgyökök)

• K = Q(i) esetén O∗
K = {1,−1, i ,−i} (negyedik egységgyökök)

• K = Q(
√

2) esetén O∗
K =? (végtelen!)

• K = Q(
√

3i) esetén O∗
K =

�
± 1,±1

2 ±
√

3
2 i

�
(hatodik egységgyökök)



Definíció
Az α = a+ b

√
2 ∈ Z[

√
2] elem konjugáltja α = a− b

√
2.

Tétel
Tetszőleges α,β ∈ Z[

√
2] esetén α± β = α± β és α · β = α · β.

Definíció
Az α = a+ b

√
2 ∈ Z[

√
2] elem normája N(α) = αα = a2 − 2b2 ∈ Z.

Tétel
Tetszőleges α,β ∈ Z[

√
2] esetén N(α · β) = N(α) · N(β).

Tétel
Tetszőleges α ∈ Z[

√
2] esetén α ∈ Z[

√
2]∗ ⇐⇒ N(α) = ±1.

Bizonyítás.
• α ∈ Z[

√
2]∗ =⇒ N(α) · N(α−1) = N(αα−1) = N(1) = 1

• N(α) = αα = ±1 =⇒ α−1 = ±α �











Tétel (Dirichlet)
Legyen d > 1 négyzetmentes természetes szám, és legyen (x1, y1) a
legkisebb pozitív megoldása az x2 − dy2 = ±1 egyenlet(ek)nek.

Legyen ε = x1 + y1
√
d (fundamentális egység), és legyen εn = xn + yn

√
d .

Ekkor a Z[
√
d ] gyűrű egységcsoportja

Z[
√
d ]∗ =

�
± εk : k ∈ Z

�
.

Következmény
1. Ha N(ε) = 1, akkor

• a pozitív Pell-egyenlet összes megoldása (±xn,±yn), ahol n ∈ N0;

• a negatív Pell-egyenletnek nincs megoldása.

2. Ha N(ε) = −1, akkor
• a pozitív Pell-egyenlet összes megoldása (±xn,±yn), ahol n ∈ N0 ps;

• a negatív Pell-egyenlet összes megoldása (±xn,±yn), ahol n ∈ N0 ptl.










