Irreducibilis polinomok




Irreducibilitas kiulonbozs testek felett
» f € C[x] irreducibilis C felett <= degf = 1.

» f € R[x] irreducibilis R felett <=
1. degf =1, vagy

2. degf = 2 és f-nek nincs val6s gydke.
» f € Q[x] irreducibilis Q felett <= ?2?

> f € Zy[x] irreducibilis Z, felett <= 2??



Irreducibilis felbontas Z,, felett

5.7(d) feladat.

Bontsuk Zs felett irreducibilis tényez8k szorzatara az alabbi polinomot:

f=x>4+x*+2x>+4 € Zs[x]
Megoldas.

Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprobalhatjuk, hogy
gyoke-e valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-mddszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x-22-(x3+x+1).

Ha az x3 + x + 1 polinom nem lenne irreducibilis, akkor egy elséfoka és egy
masodfokl polinom szorzatara bomlana, és igy lenne gycke. De nincs neki
gyoke Zs-ben (ha lenne, megtalaltuk volna), tehat a fenti felbontas az f
polinom irreducibilis faktorizaciéja.



Irreducibilitas vs. gyokok
Legyen T tetszéleges test és f € T|[x].

> degf =1 esetén:
f irreducibilis T felett.

> degf = 2 esetén:
f akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha nincs gycke T-ben.

P> deg f = 3 esetén:
f akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha nincs gydke T-ben.

» degf > 4 esetén:
ha f-nek van gyoke T-ben, akkor nem irreducibilis T felett,
de ha nincs gydke, akkor barmi megtdrténhet.



Irreducibilitas vs. gyokok

Legalabb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem Nem NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Irreducibilis felbontas Z,, felett

5.7(e) feladat.

Bontsuk Zs5 felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=x%4+3x* +4x3 +2x% + x + 4 € Zs[x].

Megoldas.
Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy
gyoke-e valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-médszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x—12-(x=3) - (x—4)- (x> +4x +2).
Az x? + 4x + 2 polinomnak nincs gydke Zs-ben (ha lenne, megtalaltuk
volna), és csak masodfoku, ezért irreducibilis Zs felett.

(Ha negyed- vagy magasabb fokd polinom marad a gyoktényezék kiemelése
utan, akkor valami triikkre van sziikség . ..)



Racionalis gyokok

Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = a,x" + - -+ + a1x + ap egész egyiitthatdés polinom.
Ha g egy egyszeriisithetetlen tort alakjaban felirt racionalis szam
(azaz p,qg € Z, q # 0 és Inko (p, q) = 1), akkor

f<5>:O:> q|anésp|ao.

Specialisan: egész egyiitthatés fépolinom racionalis gyokei mindig egész
szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: ¢ | a, és p | ag nem
garantalja, hogy g gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a j6", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az
osszes racionalis gyokot megtalalhatjuk (ha van egyaltalan racionalis gydk).



Irreducibilis felbontas Q felett

5.7(f) feladat.

Bontsuk Q felett irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:
f=x"4+2x*—3x>+2x% + 4x — 6 € Q[x].

Megoldas.
Rolle: racionalis gyok csak +1, 42, 43, 6 lehet.

Ezek kéziil 1 és —3 valéban gydk. Horner-médszerrel levalasztva a
gyoktényezéket azt kapjuk, hogy

f=(x—1)-(x=(=3)-(x*+2) = (x—1)- (x+3) - (x> +2).

Az x3 + 2 polinomnak nincs racionalis gydke (ha lenne, megtalaltuk volna),
és csak harmadfoki, ezért irreducibilis Q felett.



Irreducibilis felbontas Q felett

5.7(g) feladat.
Bontsuk Q felett irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x%43x* —7x3 —3x? +8x — 12 € Q[].

Megoldas.
Rolle: racionalis gyok csak +1, 2, 43, +4, +6, +12, :I:%, :t% lehet.

Ezek kéziill —2 és % valéban gydk. Horner-médszerrel levalasztva a
gyoktényezéket azt kapjuk, hogy

f=(x—(=2)> (X—g)-(2x2—2x—|—2) =
=(x+2)? (2x—3)- (x* = x+1).

Az x? — x + 1 polinomnak nincs racionalis gyoke (ha lenne, megtalaltuk
volna), és csak masodfok, ezért irreducibilis Q felett.



Schonemann—Eisenstein

Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + - -+ a1x + ag € Z[x|. Ha létezik olyan p prim, amelyre

2
pfanpl|ani,....p|a1p|anp°1ao,
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.
Bizonyitas.

x"42 ]
Erdemes ezt dsszehasonlitani a komplex és a valés szamtest esetével:

» C felett csak az elséfokuak,

> R felett csak az elséfokuak és bizonyos masodfokiak

irreducibilisek.



Irreducibilis felbontas Q felett

5.8(d) feladat.

Bontsuk Q felett irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:

f=x%4+8x5+13x* +10x3 4 10x? + 8x + 2 € Q[x].

Megoldas.
Rolle: racionalis gyok csak +1, +2 lehet.

Ezek kéziil —1 valéban gydk. Horner-médszerrel levalasztva a
gyoktényezSket azt kapjuk, hogy

f= (X—(—l))z-(x4—|—6x3—|—4x—|—2) = (x+1)% (x* +6x3 +4x +2).

Az x* + 6x3 + 4x + 2 polinom mar irreducibilis Q felett:
Schénemann-Eisenstein (p = 2).



Irreducibilis felbontas Q felett

5.8(e) feladat.
Bontsuk Q felett irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:

f = 3x109 — 10x%° 4+ 100x — 20.

Megoldas.
A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 5).



muidtind i2etilidioubami sldt-nistenszid—nnsmsanondae

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!

Vagyis abbél, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelel
oszthatésagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis.



