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Definicié
Tetsz6leges n természetes szam esetén ¢(n) jeldli azt, hogy 1-t8l n-ig
hany olyan szdm van, ami relativ prim n-hez:

o(n)=|{a:1< a< nés Inko(a,n) =1}|.
Az igy kapott p: N — N, n+— ¢(n) fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek
nevezziik.
Megjegyzés
Nyilvan ©(1) = 1, és m > 2 esetén o(m) = |Z},|.
Példak : q _4
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Példa
Szamitsuk ki (1000) értékét.

. ¢(1000) = [{a:1<a< 1000 és2faés5ta}|=|RUR:|

U =il ... 1600} |U| = 1000
Ri={aeU:2]a} |R1| = 500
Rr={aeU:5]|a} |R2| = 200
R [ac U 1044} R R il

©(1000) = |U| — |Ry| — |Ra| + |[Ry N Ra| = 1000 — 500 — 200 + 100 = 400

— 1000 — 10200 5. 10500 A 120.05 — 1000 - (1 - %) ! (1 - %)




Példa
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©(360) KISZAMITASA

Mivel 360 primfelbontéisa 360 = 25 - 3% - 5, az univerzum és a ,szitélandé” halmazok ebben az esetben a kévetkezok
lesznek:
U={1,2,...,360}, Ri={a€U:2|a}, Ro=f{acU:3|a}, Ri={acU:5|a}.
Minden masodik szam oszthaté 2-vel, minden harmadik szam oszthaté 3-mal, é minden 6todik szam oszthato 5-tel,
ezért a fenti halmazok clemszéma
360 360

360
U] =360, |Ril == =180, [|Rsl====120, |Rg|="==72

Pontosan_azok a_szémok relativ primek 360-hoz, amelyck se 2-vel, se 3-mal, se 5-tel nem oszthatoak, tehat
©(360) = |R1 UR; U Ry|. Erre a szita-formula a kévetkezoképpen fest:

|RiU R, URs| = |U| — |Ri| — |Ra| — |Rs| + |[Ry N Ry| + |Ry 0 Rs| + |[Ra 0 Rs| — |[Ry N Ry N Ry

Ki kell tehat szamitanunk a halmazok paronkénti metszeteinek, valamint a harom halmaz metszetének elemszamat.
Lévén 2 és 3 relatfv prim, R; N Ry pontosan azokat az U-beli kat tartal amelyek 6-tal ilyenbol
pedig 360 = 60 van. Hasonlé meggondolassal kapjuk az Ry N Rs,Re N Ry és az R N Ry N Ry halmazokat illetve

elemszamukat:

RiNRy={acU:2|aés3|a}={acU:6]|a}, |R1.N Ra| = 380 = 60;
RiNRy={acU:2|aés5|a}={acU:10]|a}, [Ry N R| = 380 = 36;
ReNRy={acU:3|aés5|a}={aclU:15]a}, [Ra N Ry| = 380 —94;

RiNRyNRy={acU:2|aes3|aésb|a}={a€U:30]a}, |[RiNRyNRs|=3%0 1
Mindezeket behelyettesitve a szita-formulaba, megkapjuk  (360) értékét:
(360) = 360 — 180 — 120 — 72+ 60 + 36 424 — 12 = 96.
Ha nem széamolunk ki mindent, akkor megfigyelhetjiik, hogyan alakul ¢ (m) képlete ebben a specidlis esetben:
360 360 360 360

©(360) = 360~ o — = —

L300 360
2 3 5 i

= 360 - (1

(1=d)-@1-1-( Gssze i it mindenkivel”), & figyeljitk
meg, hogy valéban a kozépss sorban ll6 kifejezést kapjuk. Ha ez mar stimmel, akkor gondolkodjunk el azon, hogy
) <(1= L) szorzat hasonlo kifejtése. (Hany tagia lesz, 6s hogy néz ki egy tipikus tag?)

hogyan fest az (1 — -




Tétel

Tetsz6leges n = pi* - ... - pp’* primhatvanytényezés alakban megadott
természetes szam esetén
.__ 1 i 1 1 i (%1 ar—1 (o} ar—1
olnfimi il — sl — | = (pi==p ale s i{p, - — )
p1 Pk
Megjegyzés
Annak a valészintisége, hogy az U = {1,...,n} halmaz egy véletlen-

szerlien kivalasztott eleme relativ prim n-hez:
14 1
A (1_7> (1—~).
n P1 Pk

1
Ez nem megleps, mert 1 — — annak a valésziniisége, hogy az adott elem

1
nem oszthaté p;-vel, és az ,,n-hez relativ primnek lenni” esemény épp
ezeknek az eseményeknek a szorzata.
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Tétel
A komplex szamok kdrében a primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n).

Bizonyitas.
Az n-edik egységgyokok a kovetkezok:

A

2k
Ek:cosi—i-isin (ki=0, o8 1)
n

Tudjuk, hogy ey akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgydk,
ha k relativ prim n-hez. Az ilyen k értékek szama pedig éppen p(n). W

Tétel
Ha n gyongybél fiiziink nyaklancot és k-féle kiilonb6z8 szint gyongybél
valaszthatunk, akkor a lehetséges nyaklanok szama:

i n
;Z‘P(d)kd-
d|n
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Euler—Fermat-tétel
Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor

a?(M =1 (mod m).

Kis Fermat-tétel
Ha p primszam, akkor

® pfaesetén a1 =1 (mod p);

® minden a egész szamra a? = a (mod p).

Kovetkezmény
Tetsz6leges a € Z}, redukalt maradékosztalyra o(3) | ¢(m).




Példa

Mennyit ad 11-gyel osztva maradékul 1237657
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Kovetkezmény

Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor tetszéleges
k,t € 7 kitevék esetén
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Példa

Mennyit ad 44-gyel osztva maradékul 444720187
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Euler—Fermat-tétel
Minden 3 € Z*, esetén a#(m =1
Peélda

Legyen m =9 és a = 2. Soroljuk fel Z§ elemeit:

11,2 4.5.7.8} = 7%,

Szorozzuk meg mindegyik elen{et §]s§:l

1-2.09.29.5 5 "3




Euler—Fermat-tétel

Minden 3 € Z, esetén 3#(m) =T,

Bizonyitas.

Az alabbi két leképezés egymas inverze, ezért mindkettd bijekcio:

o * = = = * * = =1 =
T =S s S e Ui o A X

m»

Ebbs| kovetkezik, hogy ha Z7, elemeit rendre megszorozzuk a-sal, akkor
ugyanazokat az elemeket kapjuk, csak esetleg mas sorrendben. Mivel a
szorzas kommutativ és asszociativ, az elemek szorzata ugyanaz marad:

o Tonor i
SETx, xeZLt, T,

Egyszer(sités utan kapjuk, hogy

= 590(’")_
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