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Emlékeztető
A modulo m kongruencia ekvivalenciareláció az egész számok halmazán.
Két szám akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a
maradékot adják m-mel osztva. Ezért itt az ekvivalenciaosztályokat
modulo m maradékosztályoknak nevezzük.
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0 = { . . . ,−6,−3, 0, 3, 6, 9, 12, . . . }
1 = { . . . ,−5,−2, 1, 4, 7, 10, 13, . . . }
2 = { . . . ,−4,−1, 2, 5, 8, 11, 14, . . . }



Definíció
Egy a egész szám modulo m maradékosztálya a következő halmaz:

a = {b ∈ Z : b ≡ a (mod m)} = {a+ km : k ∈ Z}.

A modulo m maradékosztályok halmazát Zm jelöli:

Zm = {0, 1, . . . ,m − 1}.

Megjegyzés
A definícióból világos, hogy tetszőleges a, b egész számok esetén

a = b ⇐⇒ a ≡ b (mod m).

Példa

Z3 = { 0, 1, 2 } = { 1, 2, 3 } = {−325, 1707, 1777 }



Definíció
Azt mondjuk, hogy az a1, . . . , am egész számok teljes maradékrendszert
alkotnak modulo m, ha minden maradékosztályból pontosan egy elem lép
fel, azaz {a1, . . . , am} = Zm.

Példák

• 0, 1, 2 teljes maradékrendszer modulo 3

• 1, 2, 3 teljes maradékrendszer modulo 3

• −325, 1707, 1777 teljes maradékrendszer modulo 3

• 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 NEM teljes maradékrendszer modulo 7



Példa
Teljes maradékrendszer-e 1000, 2000, . . . , 7000 modulo 7?



Tartalom

Maradékosztályok és maradékrendszerek

Számolás maradékosztályokkal

Redukált maradékosztályok, multiplikatív inverz, rend



Emlékeztető

A kongruenciareláció egy fontos tulajdonsága:

a1 ≡ b1 (mod m)

a2 ≡ b2 (mod m)



 =⇒ a1 ± a2 ≡ b1 ± b2 (mod m) és

a1 · a2 ≡ b1 · b2 (mod m).

Ugyanez maradékosztályokkal megfogalmazva:

a1 = b1

a2 = b2



 =⇒ a1 ± a2 = b1 ± b2 és

a1 · a2 = b1 · b2.



Definíció
A modulo m maradékosztályok halmazán értelmezzük az összeadást, a
kivonást és a szorzást a következőképpen:

a⊕ b := a+ b, a� b := a− b, a� b := a · b.

+ · · · 0 1 2 3 4 · · ·
...

. . .
...

...
...

...
... . .

.

0 · · · 0 1 2 3 4 · · ·
1 · · · 1 2 3 4 5 · · ·
2 · · · 2 3 4 5 6 · · ·
3 · · · 3 4 5 6 7 · · ·
4 · · · 4 5 6 7 8 · · ·
... . .

. ...
...

...
...

...
. . .

⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2



Z4 összeadó- és szorzótáblája

⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

� 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

Példák
Számoljunk Z15-ben!

• 8 + 10 =

• 8 − 10 =

• 8 · 10 =

• 8/10 =



Példa
Oldjuk meg Z15-ben a 10 · x = 8 egyenletet.

Példa
Oldjuk meg Z15-ben a 9 · x = 6 egyenletet.
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Definíció
Azt mondjuk, hogy a ∈ Zm redukált maradékosztály, ha lnko(a,m) = 1.
A modulo m redukált maradékosztályok halmazát Z∗

m jelöli:

Z∗
m = {a ∈ Zm : lnko(a,m) = 1}.

Definíció
Azt mondjuk, hogy az a, b ∈ Zm maradékosztályok egymás multiplikatív
inverzei, ha a · b = 1. Jelölés: b = a−1.

Tétel
Egy a ∈ Zm maradékosztálynak akkor és csak akkor van multiplikatív
inverze, ha lnko(a,m) = 1, azaz a ∈ Z∗

m.



Példa
Soroljuk fel Z∗

15 elemeit, és határozzuk meg mindegyik elem inverzét.

Példa
Oldjuk meg Z15-ben a 7 · x = 6 egyenletet.



Példa
Számítsuk ki Z7-ben a 2102 és 22021 hatványokat.



Definíció
Egy a redukált maradékosztály rendjén azt a legkisebb pozitív egész
kitevőt értjük, amelyre a-t emelve 1-t kapunk. Jelülés: o(a).

o(a) := min{ n ∈ N : an = 1 }

Tétel
Ha a ∈ Z∗

m és o(a) = n, akkor minden k , � ∈ Z esetén

ak = a� ⇐⇒ k ≡ � (mod n).

Az � = 0 speciális esetben azt kapjuk, hogy

ak = 1 ⇐⇒ n | k .
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