KONGRUENCIAK

Waldhauser Tamas

SZTE Bolyai Intézet




Tartalom

Kongruenciarelacié
Linearis kongruencia

Linearis kongruenciarendszer




Bemelegit6 feladat
Egy nyadl ugral egy szabalyos 23 oldalt sokszdg csticsain.
(a) Hol lesz 2312 ugras utan?

(b) Ugyanoda jut-e 72364 783 ugras utan, mint akkor, ha 72594 783-at
ugrik?
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Definicié

Tetsz6leges a, b egész szamok és m > 2 természetes szam esetén azt
mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha m | a— b. Az m szamot a
kongruencia modulusanak nevezziik. Jelolés: a = b (mod m).

Tetel (ot evinddv 0(%)

Két egész szam akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a
maradékot adjak m-mel osztva.
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Tétel (a kongruencia tulajdonsagai)

Tetsz6leges a, a1, az, b, by, by egész szamok és m > 2 modulus esetén
teljesiilnek a kovetkezsk:

1. a=a(mod m);
2. (a=b(mod m) és b=c (mod m)) = a=c (mod m);
3. a=b(mod m) = b= a(mod m);

4 A = b; (mod m)} ay+ay= b+ by (mod m) és

a = by (mod m) ay-ap = by by (mod m).
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Kovetkezmény

A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok halmazan
(és kompatibilis az els6 harom alapmiivelettel). A megfelels
ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezziik.

Példa

Milyen nap lesz 69 nap malva?
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Példa
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Példa
Mit ad 7-tel osztva maradékul 2192 32017
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Példa

Mit ad 7-tel osztva maradékul 2192 32017

@ Z (109D 1 o

0] -

,7\(024’5 =l +3'\3Z) :(352(41)
(0

= 0 7=

= x1” =0 (4%

K‘{"L : '2,14"'{

20 S by A




Tartalom

Kongruenciarelacié
Linearis kongruencia

Linearis kongruenciarendszer




Példa

Egy nyal ugral egy szabalyos 28 oldalt sokszdg csticsain. Mekkorakat
ugorjon, hogy a 10. ugrassal a 26-os csticsba jusson?
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Definicié
Linearis kongruencian ax = b (mod m) alakd ,.egyenletet” értiink, ahol
a,b,m(a# 0,m > 2) adott egész szamok, és az x ismeretlent is az egész

szamok korében keressiik.
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Tétel
Tekintsiik az ax = b (mod m) linearis kongruenciat.

® A kongruencianak akkor és csak akkor van megoldasa, ha
Inko(a, m) | b.

® Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt
alkotnak modulo m Tehat ha xg egy megoldas, akkor az
altalanos megoldas igy fest:

X = Xg (mod m)
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Tétel (a kongruencia tulajdonsagai)

Tetszéleges a, b, ¢ egész szamok és m > 2 modulus esetén teljesiilnek a
kovetkezok:

5. oM ot akkor@od m) <= a=b (mod @

6. Ha c és m relativ primek, akkor
ac = bc (mod m) <= a= b (mod m).
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Példa
3x =4 (mod 5)
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Példa
10x =26 (mod 28)
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Definicié

Adott a;, b;,n; (i =1,2,..., k) egész szamok esetén az alabbi alakd
.egyenletrendszereket” linearis kongruenciarendszereknek nevezziik (az x
ismeretlent természetesen az egész szamok korében keressiik):

aix = by (mod )

agX = bk (mod nk)

Megjegyzés ‘
A tovabbiakban feltessziik, hogy a kongruenciarendszer ilyen alaku:

x = ca (mod mi)

x = ¢k (mod my)
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Tétel
Tekintsiik az alabbi kongruenciarendszert.

Vv
; x = ¢1X (mod m;) ﬁ=2
X=X (Q—J f’”,";“’tl} = :
X = %xo(mod my)

® A kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldasa, ha
minden i, j esetén Inko(m;, m;) | ¢; — ;.

® Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt
alkotnak modulo lkkt(my, ..., my). Tehat ha xp egy megoldas, akkor
az altalanos megoldas igy fest:

x = xg (mod Ikkt(my, ..., myg)).




Tétel (a kongruencia tulajdonsagai)
Tetszéleges a, b egész szamok és m > 2 modulus esetén
a= b (mod my)

s a= b (mod my)

} <= a= b (mod lkkt(my, my)).
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Tétel (kinai maradéktétel)

a-modulusok paronként relativ primek
akkor mindig van megoldas, és a
megoldas megkaphatsd— K arodon. Tekintsiik azt a
kongruenciarendszert, amelyet agy kapunk (x)-bél, hogy az i-edik sorban a
jobb oldalra 1-et irunk, a tobbi sorban pedig 0-t:

x =0 (mod my) )

r= C,‘ ((‘-lll “‘A)
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: x =1 (mod m;)
sq, Gl u)

x:= 0, (mod myg} |

Legyen e; egy tetsz6leges megoldasa ennek a kongruenciarendszernek
(k=1,...,k). Ekkor az eredeti (x) kongruenciarendszer altalanos
megoldasa: Loy gva L
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