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alexandriai Diophantos Pierre de Fermat
200(?) - 284(?) 1607(?) - 1665

Sejtés (Fermat, 1637) — Tétel (Wiles és Taylor, 1993-1995)

Ha n > 3, akkor az x"” 4+ y" = z" egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv
egészek korében. :




Bemelegit6 feladat

Egy nydl ugral a szamegyenesen, a nullabdl indulva. Csak kétféle ugrasra
képes: a nagyobb ugras mérete 36 egység, a kisebb ugrasé 28 egység.
Az 1,2,3,4 szamoknal lévs répak koziil hanyat tud megenni?
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Definicié

Tetsz6leges a, b egész szamok esetén azt mondjuk, hogy a osztéja b-nek
(b tobbszorose a-nak), ha van olyan ¢ egész szam, amelyre b = ac.
Jelolés: a | b. Formalisan:
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Tétel
Tetszéleges a, b, ¢ egész szamok esetén teljesiilnek az alabbiak:
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Kovetkezmény
Az oszthatésag részbenrendezési relacié a nemnegativ egész szamok
halmazan, vagyis (No, |) részbenrendezett halmaz, amelynek legkisebb

eleme 1, legnagyobb eleme 0.
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Definicio
A p természetes szam felbonthatatlan (irreducibilis), ha p > 1 és csak gy
bonthaté két természetes szam szorzatara, hogy az egyik tényezé 1:

Va,be N:p=ab — a=1vagy b=1.

Definicioé

A p természetes szam prim(tulajdonsagt), ha p > 1 és valahanyszor
osztéja egy szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat valamelyik
tényez6jének:

Va,beN:p|ab = plavagyp|b.

Tétel
A természetes szamok korében a felbonthatatlansag és a primtulajdonsag
egymassal ekvivalens.

Tétel (a szamelmélet alaptétele)

Minden (1-nél nagyobb) természetes szam felbonthaté primszamok
szorzatara, és ez a felbontas a tényez6k sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.




Tétel (Euklidész)

Végtelen sok primszam van.
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Primszamtétel (Hadamard és de la Vallée Poussin, 1896)

Az n-edik primszam nagysagrendileg n - log n.

Ikerprimsejtés
Végtelen sokszor eléfordul, hogy két szomszédos prim tavolsaga 2.

Tétel (Zhang, 2013)
Végtelen sokszor eléfordul, hogy két szomszédos prim tavolsaga legfeljebb
70000 000.

Tétel (Polymath8, 2014)

Végtelen sokszor eléfordul, hogy két szomszédos prim tavolsaga legfeljebb
246.
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Definici6 (Inko — els6 nekifutas)
Azt mondjuk, hogy a d nemnegativ egész szam legnagyobb kdzds osztéja
az a és b nemnegativ egész szamoknak (jeldlés: d = Inko(a, b)), ha

(KO) d| a,b, és

(LN) Vk € Ng esetén k | a,b — léjd /
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Definici6 (Inko — masodik nekifutas)
Azt mondjuk, hogy a d nemnegativ egész szam legnagyobb kdzds osztéja
az a és b nemnegativ egész szamoknak (jelolés: d = Inko(a, b)), ha

(KO) d| a,b, és

“— €y
(LN) Vk € Ng esetén k | a,b = k| d.
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Definici6 (Inko — végsé valtozat)

Azt mondjuk, hogy a d

egész szam legnagyobb kozds osztoja

azaésb egész szamoknak (jeldlés: d = Inko(a, b)), ha

(KO) d| a,b, és

(LN) Yk € Z esetén k| a,b — k| d.

Példak
¢ Inko(24,42) = t £

o Inko(24,0) *211

o nko00) =

%(ZQ{AZ):C ¥) (:‘é
Of (24, 67 )=C




Tétel

Barmely két egész szamnak létezik legnagyobb kozds osztéja és legkisebb
kozos tobbszordse; ezek el6jeltél eltekintve egyértelmiien meghatarozottak,
és teljesiil a kovetkezd osszefliggés

Inko(a, b) - Ikkt(a, b) = ab.

Tétel
Legyen az a és b természetes szamok primhatvanytényezés felbontasa
Hopl o plk e b:p'fl-...-pfk.

(Azokat a primeket, amelyek csak egyik szam felbontasaban szerepelnek, a
mésik szamban nulla kitevével tiintetjiik fel.) Ekkor

1. a| b < a; < B (minden i-re);

2. Inko(a, b) = pTi”(al’ﬂl) P p:‘in(akﬁk)_

3. Ikkt(a, b} = sl . e A




Egyszer(i De Nagyon Fontos Megfigyelés
Teszéleges a, b € 7 esetén a és b kdzds osztdi ugyanazok, mint a — b és b

kozos osztéi. Kovetkezésképp
Inko(a, b) = Inko(a — b, b).
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Euklideszi algoritmus

1: function Inko(a, b)
2 while b # 0 do
3 (a, b) < (b,a mod b)
4 end while

5: return a

6: end function
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Tétel (a maradékos osztas tétele)

Tetsz6leges a, b € Z (b # 0) esetén léteznek olyan g és r egész szamok,
amelyekre a=q-b+r é 0<r < |b|.

Tétel
Barmely két egész szamnak létezik legnagyobb koz6s osztéja, és az elsall a

két szam ,linearis kombinaci6jaként’:

Va,b€Z Ju,v € Z: au+ bv = Inko(a, b).

Bizonyitas (vazlat).

® Az euklideszi algoritmus véges szamu lépésben véget ér, mert a
maradékok folyamatosan csokkennek.

® Az utolsé nemnulla maradék lesz a legnagyobb kdzds oszt6
(EDNFM-nek kdszonheten).

® Sorra minden maradékot fel tudunk irni a- . + b+  alakban.




Kovetkezmény

Ha Inko(a, b) # 0, akkor relativ primek.
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Kdvetkezmény (Euklidész lemmaja)
Ha Inko(a, b) # 0, akkor

a9 b —==

Lod e
Inko(a, b) =

Specialisan, ha a és b relativ primek, akkor
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Definicié

Kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenleten ax + by = c alaki
egyenletet értiink, ahol a, b, c adott egész szamok (a, b # 0), és az x, y
ismeretleneket is az egész szamok korében keressiik.

Célok A=0lgt)+ 0

1. Dontsiik el, hogy van-e megoldas. ¢
fe offC ) oly nicus | ZUT]RE .

A d

H&O“CIW.._‘} c,(,

V4
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3. majd hatarozzuk meg az 6sszes megoldast.
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Tétel
Tekintsiik az ax + by = c diofantoszi egyenletet, ahol a, b, c egész szamok
és a,b # 0.

® Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko(a, b) | c.

® Ha (xp, yo) egy partikularis megoldas, akkor az altalanos megoldas:

Xt = tEZ)

a
b e
i CIEN-) I - Inko(a, b) (

Bizonyitas helyett a megoldas |épései

1¢

2
3
4,
5
6

Inko(a, b) kiszamitasa

. ha Inko(a, b) 1 ¢, akkor nincs megoldas; kiildnben gyeriink tovabb

. euklideszi algoritmusbél: au -+ by = Inko(a, b)

beszorzunk azzal, amivel kell: axg + byg = ¢

. felirjuk az altalanos megoldas képletét

. kivalogatjuk a feladat szovegének megfelel6 megoldasokat
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