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Idénként kdnnyebb a ,rossz’ eseteket megszamolni, mint a ,,jokat’:

® Osszes: |U|
® rosszak: |R|

® jok: ‘F’ = |U]| = |R|




Ha a rossz esetek két csoportba oszthatok:

® Osszes: |U|

o _rosszak:
|R1 Y R2| = |R1| = |R2| = |R1 N R2|.

® jok:
|RiNR:|=|RUR:| =|U|—|Ri| — |Re| + |R1 N Ry

u

Ry R,




Ha a rossz esetek harom csoportba oszthatok:
® Osszes: |U|
® rosszak: |IRiURy UR;| =
= |Ri1|+|Ra|+|Rs| = |R1 N Ro| — |R1 N R3| = |R2 N R3|+|R1 N R N Ra|

° jok: |[RiNRNRs|=|RURUR:| =
= |U|—|R1|—|R2|—'R3|—|—|R1ﬂR2!+|R1ﬂR3’+IRzﬂR3|—|R1ﬂR20R3|

R, R, U







Tétel (szita-formula)
Ha U egy véges halmaz és Ry, ..., R, C U, akkor

WL - U Rl = Z CiIP R ad AR

IS=iliiin
1<ii<-<is<n

B AUR = Y (S1)F Ry AR

s=0.:.2n
1<ih<--<is<n




Feladat
Hanyféleképpen lehet 7 répat szétosztani 4 nyual kozott agy, hogy

mindegyikiik legalabb egy répat kapjon?
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Feladat
Hanyféleképpen lehet 7 répat szétosztani 4 nyal kdzdtt agy, hogy
mindegyikiik legalabb egy répat kapjon?

Megoldas

A répakiosztasok bijektiven megfelelnek az olyan 7-betiis szavaknak,
amelyekben az A,B,C,D betiik fordulnak el6, és mindegyik valéban fel is lép
legalabb egyszer.

o U= Osszes sz6 = {A,B,C,D}’

® Ry = ahol az A bet( hianyzik = {B,C,D}’,...

® Ry N R, = ahol az A és a B betii is hianyzik = {C,D}’,...
® RN RyNR3 = ahol az A, B és C betii is hianyzik = {D}’,...
* RINRRNRNRy =10




Feladat
Hanyféleképpen lehet 7 répat szétosztani 4 nyal kdzdtt agy, hogy
mindegyikiik legalabb egy répat kapjon?

Megoldas

A répakiosztasok bijektiven megfelelnek az olyan 7-betiis szavaknak,
amelyekben az A,B,C,D betiik fordulnak el6, és mindegyik valéban fel is lép
legalabb egyszer.

e
et ‘R1|:37,...
.|R1ﬂR2’:27,...

(RlﬂRzﬂR3|:17,...

1R1ﬁR2ﬂR3ﬂR4|:07




o | U] =iad (ebbsl ( ) = 1 db lesz a szita-formulaban)
SR =3l (ebbsl () = 4 db lesz a szita-formulaban)
SR e o (ebbsl (3) = 6 db lesz a szita-formulaban)
* |R, ¥Ry AR, = 17 (ebbsl (3) = 4 db lesz a szita-formulaban)
® |[R,NR,NRy,NR;,| =07 (ebbsl ( ) = 1 db lesz a szita-formulaban)

|RIURURsURy|=1-4"—4-3"+6-2"—4.1"4+1-0'

BRSO RO ESOERAR
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Minden répakiosztas leirhaté egy {1,...,7} — {A,B,C,D} leképezéssel
(minden répahoz hozzarendeljik azt a nyulat, amelyik 6t megette).

Az a feltétel, hogy minden nyal kapjon legalabb egy répat, azt jelenti,
hogy a répakioszto-leképezés sziirjektiv. Tehat a sziirjektiv leképezéseket
szamoltuk meg, és gondolatmenetiink persze nem csak k = 7 répa és

n = 4 nyal esetén érvényes:

Tétel

Ha A egy k-elemii halmaz és B egy n-elem(i halmaz, akkor

® az A — B sziirjektiv leképezések szama

Zn:(—l)s . (Z) ")

s=0
® az A — B injektiv leképezések szama n-(n—1)-... - (n—k+1);
® az 6sszes A — B leképezések szama pedig n*.
Megjegyzés
Ha n > k, akkor nem létezik A — B sziirjektiv leképezés, n < k esetén

pedig injektiv leképezés nem létezik. A fenti formulak ekkor is érvényesek,
és 0-t adnak eredményiil.
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Binom hatvanyai
L HE T e
1 1 4 1
wWo Aol 4D 4y
(a+b)> =a3aa +aab +aba + abb + baa + bab + bba + bbb

(a+b)%=aa  +ab +ba +bb

(a+ b)* = 2aaa + aaab + aaba + aabb + abaa + abab + abba + abbb
+baaa -+ baab + baba + babb + bbaa + bbab + bbba + bbbb
(a+ b)° = aaaaa + e + bbbbb

Az (a+ b)" hatvany kifejtésében az Gsszes n hosszisagu, a és b betikbél
allé sz6 lép fel. Ezek kozott Wlk)' olyan sz6 van, amely k db a betiibél

és (n — k) db b betbél all. Tehat az dsszevonasok utan az akb"* tag
egylitthatéja a kdvetkez8 (binomialis egyiitthato):

e




Binomialis tétel
Tetsz6leges a, b komplex szamok és n természetes szam esetén

n

=3 () o

k=0

—a"+na"" b+ (n

2

Kovetkezmény
Tetsz6leges n természetes szam esetén

GG G () () -

Bizonyitas.

Alkalmazzuk a binomialis tételt az (1 + 1)" hatvanyra.

Masik (szebb) biz.: az n-elemii halmaznak 2" részhalmaza van, mert
minden részhalmazt egy n hosszlsaga bitsorozattal lehet kédolni (ezt
nevezziik a részhalmaz karakterisztikus vektoranak).

>a"2b2 S (n i 2) b DT




Pascal-haromszog
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Pascal-haromszog
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Tétel (a Pascal-haromszég néhany tulajdonsaga)

(1) Az n-edik sor 8sszege: > y_q (}) = 2".

(2) Az n-edik sor alternalé dsszege: > o (—1)%- (7) = 0.
(3) Szimmetria: (7) = (,",).

(4) Rekurzie: () = (372) + (7).

(5) Hokiiits™-azonossag: (§) + (1) +-- + (}) = (1))

(6) Az n-edik sor négyzetdsszege: Y, _, (Z)2 — (2").

n

(7) Az n-edik sor kobosszege: > ), (2)3 = ? (nincs zart formula).




Trinom hatvanyai

(a+b+c)>=aa +ab +ac +ba +bb +bc +ca +cb + cc

(a+ b+ c)3= aaa + aab+ aac + aba+ abb+ abc + aca+ achb + acc
+baa + bab -+ bac + bba+ bbb+ bbc + bca+ bcb+ bcc
+caa -+ cab+ cac + cba+ cbb+ cbc + cca + ccb + ccc

(a+ b+ c)*= aaaa+ + cccc

Az (a+ b+ c)" hatvany kifejtésében az Gsszes n hosszisagu, a, b és ¢
betiikbsl allé sz6 lép fel. Ezek kozott #,'m, olyan sz6 van, amely k db a

betiibsl, £ db b betiibsl &s m db ¢ betibsl all (k + £+ m = n). Tehat az
Osszevonasok utan aag egylitthatdja a kovetkezé (trinomialis

egylitthato): ' i, 14 \
n: n 3 =
Kioml — <k,£, m>' 25N Cz,m




Trinomialis tétel
Tetszéleges a, b, ¢ komplex szamok és n természetes szam esetén

(a dLifp e C)” — Z (k Z m) . akbécm.

k+£L+m=n
Polinomialis tétel
Tetszéleges ay, ..., aq komplex szamok és n természetes szam esetén
n
i) = 5 -all‘l---af;d.
kY ke .
ki+--+kg=n

Itt az (kl,.ﬁ,kd) egyiitthatokat polinomialis egylitthatoknak nevezziik:

n - n!
ki kil kb il
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