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Mire jok?

Grafok segitségével lehet modellezni, ha valamiféle dolgok kozott
valamiféle kapcsolat van.

Példak
® (tvonalhalézatok (lehet iranyitott, akar élstlyozott is)

® kapcsolati grafok (pl. Facebookon ismeretség: iranyitatlan, twitteren
kdvetés: iranyitott)

weboldalak, és a kézottiik mutaté linkek (iranyitott)

hierarchikus adatstruktara: fak (definicié kés6bb)

Hany megallot kell menjek a pesti metréhal6zaton a Népligettsl az
Astoriaig? Hany megosztasra van sziikség, hogy eljutassak egy iizenetet
Mark Zuckerberg Facebook-falara? Hany kattintassal juthatok el a
Wikipedia 'Graf’ szécikkérdl a 9gag.com-ra?



Grafok formalisan

Leci nest nos une graft.

mageise




Grafok formalisan

Definicié

Egyszerii graf: (V, E)

V — halmaz: csiicsok

E C V kételemii részhalmazai = (V): élek

2

az {u, v} élnek az u és v csicsok végpontjai, amelyekre az él illeszkedik.
Példa

V= {]w 2,3, 4}

E = {{1,2},{1,3},{2,4},{3,4}}

1 &0y 2
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Egyforma, de kiilonbézé gratok

1 2. i G X
B9 Gy {3

Ezek formalisan kiilonb6z6 grafok, de csak a csiicsaik jelolésében térnek el.
Ugy mondjuk: izomorfak.

Formalisan két graf akkor izomorf, ha van olyan bijekcié a csiicsaik kdzott,
amely élt élbe, és nem élt nem élbe visz.



Feladat
Melyek abrazolnak izomorf grafokat?



Fokszamok

Legyen G = (V, E) egyszerii graf.
A v € V csiics fokszama a ra illeszked§ élek szama. Jele: d(v).

Tétel

Y d(v)—2|E|
veVv

Bizonyitas. Szamoljuk meg minden élnek mindkét végét, kétféleképp:

e csicsonként:. Z d(v)
veVv
® élenkeént: 2|E|.



Sétak és utak

Definicié
Egy G = (V, E) egyszer(i grafban
® séta: csatlakoz6 élek sorozata.
Formalisan: {vi,w}{v2,v3}...{vs_1,vs}, ahol {vi,vi11} € E.
A séta kezdGpontja: v, végpontja: v,.
A séta altal meglatogatott csticsok: wp,..., v,
,Ez most vagy valami, vagy megy valahova...”

Technikai okokbdl minden v € V csiicshoz definialunk egy 0 élbgl allé
ires sétat, amely egyediil ezt a csiicsot |latogatja meg.

® zirt séta: a kezd6pontja és a végpontja egybeesik
® (t: séta, amely csupa kiilonb6z6 csiicsot latogat meg

® kor: nemiires, zart séta, amely (a kezdSpont sziikségszerii
ismétl6désétd eltekintve) csupa kiilonb6z8 csicsot latogat meg



Példak




Részgrafok

A G = (V,E) graf egy részgrafja: G-bél csucsok és élek elhagyasaval
kapott graf. (Ertelemszeriien ha egy csiicsot elhagyunk, akkor a ra
illeszked6 élek sem maradhatnak ott.)

Formalisan: olyan G’ = (V/, E’) graf, ahol V' C V, E' C E.

A G = (V,E) graf a V! C V altal feszitett részgrafja: aza G' = (V/, E')
részgraf, amelyre E/' = EN (‘g/) — tehat az 6sszes olyan él, amely mindkét

végpontja V’-beli.

/
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Osszefiiggoség

Definicié
A G = (V, E) egyszerii graf osszefiiggs, ha barmely két pontja kdzdtt van
at (ekvivalensen: séta).
Altalaban be lehet vezetni egy elérhetéségi relacit V-n:
un~ v <= létezik Ut (séta) u-bdl v-be.
Allitas
Ez ekvivalencia V-n.

A hozza tartoz6 osztalyok altal feszitett részgrafok: Gsszefliggd
komponensek.



Példa




Egyéb gratfogalmak

Definicié
Tobbszoros éleket megengeds graf (multigraf): (V, E,¢)
V — halmaz: csiicsok
— halmaz: élek
fig E—)( ) ‘illeszkedés’ leképezés

Definicié

Tobbszoros éleket és hurokéleket is megengedo graf: (V,E,L)
— halmaz: csiicsok

E — halmaz: élek

o1 E il (‘2/) ‘illeszkedés’ leképezés

A hurokél csak egy csiicsra illeszkedik, de kétszer.

A korabbi allitasok, fogalmak ezekre a grafosztalyokra is értelemszeriien
altalanosithatéak és érvényben maradnak.



Egyéb graffogalmak |1,

Definicié

Iranyitott graf: (V, E, a,w)

V — halmaz: csacsok

E — halmaz: élek

a: E — V ‘kezd6pont’ leképezés
w: E — V ‘végpont’ leképezés

Megjegyzés: ha nem engedjilk meg a tobbszoros éleket, akkor az e élt
azonositjatjuk az (a(e),w(e)) € V x V pontparral is, igy E felfoghaté

mint V x V egy részhalmaza.

Ekkor E relacié V/-n, és a graf rajza nem mas, mint a relacié diagramja!

Iranyitott grafok esetén definialhatunk iranyitott és iranyitatlan sétakat és
utakat, a csiicsoknak kifokat és befokat, erésen Osszefiiggé és (gyengén)
Oszefliggd grafokat és komponeneseket, stb.
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Konigsberg hidjai
Euler a kdngisbergi sétai kdzben azon gondolkozott, vajon tud-e tenni Ggy
egy korsétat, hogy minden hidat pontosan egyszer keresztez.

KONINGSBERGA
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Konigsberg hidjai

Euler a kdngisbergi sétai kdzben azon gondolkozott, vajon tud-e tenni Ggy
egy korsétat, hogy minden hidat pontosan egyszer keresztez.



Euler-vonal

Legyen G = (V, E) (egyszer(i vagy multi-)graf.

Definicié

Euler-vonal: olyan G-beli séta, amely minden élen pontosan egyszer halad
at.

zart Euler-vonal: olyan G-beli zart séta, amely minden élen pontosan

egyszer halad at.

Feladat
Keress Euler-vonalakat és zart Euler-vonalakat a leirasban elérhets linken!



Eszrevétel: egy vonalnak két vége van. Egy zart vonalnak nulla.
Ha egy grafban van (zart) Euler-vonal, és tekintiink egy v csacsot, amely
ennek a vonalnak nem végpontja, akkor

minden alkalommal, amikor egy elérjiik ezt a csicsot, el is hagyjuk.

Tehat d(v) paros.
Kévetkezmény (Euler, 1736)

Ha egy grafban van Euler-vonal, akkor 0 vagy 2 paratlan foki csicsa van.
Ha van benne zart Euler-vonal, akkor nincs paratlan fokd csicsa.

A konigsbergi grafban nincs se zart, se nyilt Euler-vonal:



Tétel (Hierholzer, kb. 1871)

Ha egy dsszefiiggb grafban minden csics foka paros, akkor van benne zart
Euler-vonal.

Bizonyitas: algoritmust adunk.
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Tétel
Ha egy dsszefiiggd grafban 2 paratlan fokd csiics van, akkor van benne
Euler-vonal.

Hogyan f6z teat a matematikus és a fizikus?

Mindketten vizet dntenek a kannaba, meggydjtjak a gazt, rateszik a
kannat, felforraljak a vizet, beleteszik a teat.

Hogyan valtozik a megoldas, ha a kanndban mar van viz?

A fizikus meggyijtja a gazt, rateszi a kannat, felforralja a vizet, beleteszi a
teat. ‘

A matematikus kionti a vizet a kannabél, és ezzel visszavezeti a problémat
a korabban mar megoldott feladatra.

Bizonyitas. Kossiik 0ssze a 2 paratlan fokd csicsot egy aj éllel. A kapott
grafban van zart Euler-vonal. Vegyiik ki ebb6l a vonalbél az 0j élt — nyilt
Euler-vonal.



Hamilton-at
Gyakoribb, hogy nem éleket (Gtvonalakat), hanem csicsokat (helyszineket)
szeretnénk latogatni.

Egy nevezetes optimalizalasi feladat: az utazéiigyndk probléma (TSP)
Egy utazoiigyndknek végig kell latogatnia néhany varost. Melyik a
leggyorsabb atvonal?

Egy roken probléma: egy grafban végig szeretnénk latogatni az Gsszes
csicsot. Megtehetjiik-e ezt optimalisan — mindet csak egyszer érintve?

Definicié
Hamilton-at: olyan G-beli Gt, amely minden csiicson athalad.

Hamilton-kor: olyan G-beli kér, amely minden csiicson athalad.

Feladat
Keress Hamilton-utakat és koroket a leirdsban taldlhaté linken!



Hamilton-at

Hamilton-at illetve kor létezésére nincsen sem sziikséges és elegendd
feltétel, és a keresés is lassa (an. NP-teljes probléma).
Sziikséges feltételek:

® Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor barmely cstcsat elhagyva
Osszefiigg6 marad.

® Ha G-ben van Hamilton-(t, akkor barmely cstcsat elhagyva legfeljebb
két komponensre esik szét.
Egy elégséges feltétel: (bizonyitas nélkiil)
Tétel (Dirac, 1952)

Ha G = (V, E) egyszerii, |V| legalabb 3 és barmely v € V csiicsra
d(v) > ‘—‘2/‘ akkor G-ben van Hamilton-kor.
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Sikgraf

Lattuk: ugyanannak a grafnak tobbféle lerajzolésa is van.
: 4 2 1 2
»
-
s L 4 >
Definicié
G sikgraf (vagy sikbarajzolhatd), ha le lehet gy rajzolni, hogy az élek

csak a cstcsokban talalkozzanak.

Feladat
Prébald a leirasban talalhato linken sikbarajzolni a megadott grafokat!



Két nem-sikgraf
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Hat még mi nem sikgraf?

A G graf egy felosztasa: bizonyos élekre j csucsokat biggyesztiink, igy
tobb élre osztva Gket

Vegylik észre: ha G nem sikgraf, akkor a felosztasai sem sikgrafok.

Tovabba ha G-nek van nem sikbarajzolhaté részgrafja, akkor G sem
sikgraf.



Minden mas sikgraf

Tétel (Kuratowski, 1930)

G pontosan akkor sikgraf, ha nem talalhaté meg benne részgrafként Ky
vagy K33 valamely felosztasa.
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Feladat
Rajzold le (izomorfiatdl eltekitve) az Gsszes olyan 5-csucst grafot, amely
Osszefliggd, és nem tartalmaz kort (azaz kormentes).



Fak

Definicié

A kdrmentes, Osszefliggd grafokat faknak nevezziik.

A kdrmentes grafokat erdének nevezziik, hiszen az sszefiiggs

komponensei fak.
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Tétel
A kévetkezék ekvivalensek tetszéleges G = (V/, E) graf esetén:
1. G fa (Osszefiiggd, kérmentes)
2. G Osszefiiggd, és barmely élt elvéve G-bél a kapott graf nem
Osszefiiggd

3. G kérmentes, és G-hez tetszélges médon dj élt adva az j grafban
lesz kér

Bizonyitas.
1 <= 2: ha G Gssszefiiggs és e él G-ben, akkor G \ e Gsszefliggd <=
tartalmaz utat e két végpontja kdzétt <= G-ben van e-t tartalmazé kor.

1 < 3: ha G kdrmentes és u # v csicsok, akkor G U {u, v}-ben van
kor <= G-ben van Gt u-bdl v-be.



Még élek?

Feladat
Egy fanak n csicsa van. Hany éle lehet?

Feladat
Egy erdének n csiicsa van és k komponense. Hany éle lehet?



Feszitéfa

Tetsz6leges G osszefiiggd grafban elkezdhetjiitk egy adott cstcsbdl
‘feltérképezni’ a tobbit:

Igy kapunk egy fat, amely G-nek részgrafja, és minden csiicsat
tartalmazza: feszitéfa.

Ha G nem &sszefiiggd, akkor minden komponensének van feszit6faja
(feszit6erdd).



Tétel
A kévetkezék ekvivalensek tetszéleges véges G = (V, E) graf esetén:

1. G fa

2. G Osszefiiggo, és eggyel kevesebb éle van, mint csiicsa

3. G kérmentes, és eggyel kevesebb éle van, mint csiicsa
Bizonyitas.
1 <= 2: ha G 0sszefiiggd, akkor G fa <= minden élét tartalmazza
egy (az egyetlen) feszitéfaja < |V/|—1 éle van.

1 < 3: G kdrmentes <= erd6. Ha k komponense van, akkor | V| — k
éle. Egy komponens <— |V|—1 él.



	Alapfogalmak
	Euler és Hamilton
	Síkgráfok
	Fák

