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Definicié
Csoportnak neveziink egy (A; *) grupoidot, ha
® x asszociativ: Va,b,c € A: (axb)xc=ax*(bxc);

o |étezik egységelem: Je € A Va€ A: axe=e*xa= g

® minden elemnek van inverze: Vac A 3bc A: axb=bx*xa=e.

multiplikativ irasmod additiv irasmod
miivelet a-b=—ab a+b
egységelem - 1 0

inverz a —a
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Tétel
(1) Barmely grupoidban legfoljebb egy egységelem létezhet.

(2) Barmely monoidban egy elemnek legféljebb egy inverze lehet.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett - kétvaltozés miivelet. . .
® invertalhatd, ha barmely a, b € A elemek esetén az ax = b és ya= b
egyenleteknek legalabb egy megoldasa van.

® kancellativ, ha barmely a, b € A elemek esetén az ax = b és ya= b
egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa van.

Megjegyzés
A kancellativitas igy is megfogalmazhaté: Va, x1, xo, y1, y2 € A:

Wod—p = i
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Megjegyzés

Az invertalhatésag azt jelenti, hogy a miivelettablazat minden soraban és
minden oszlopaban az A halmaz minden eleme legalabb egyszer fellép.
A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden
oszlopban minden elem legfeljebb egyszer lép fel.




Tétel
Csoport miivelete mindig invertalhat6 és kancellativ.
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Tétel
Ha az A halmazon értelmezett - kétvaltozés miivelet asszociativ és
invertalhato, akkor (A;-) csoport.

Megjegyzés
A fenti tételben véges alaphalmaz esetén kicserélhetjiik az
invertalhatésagot a kancellativitassal, de végtelen alaphalmaz esetén nem.




Az altalanos asszociativitas tétele

Ha (A;-) félcsoport, akkor minden n € N és a1, ..., a, € A esetén az
a-...-ap,szorzat" eredménye fiiggetlen a zaréjelezéstsl.
Definici6

Legyen G egy csoport és a € G. Az a elem egész kitev6s hatvanyait a

kovetkezéképpen értelmezziik. % (a)a = &(an)

® n>0esetén legyen 3" = a-...-a
"n na = G+ . t+a&
® n =0 esetén legyen 3" =1 "

® n < 0 esetén legyen 3" = (3*1)|U|

Tétel
Tetszéleges G csoport, a, b € G elemek és n, m € Z kitevok esetén
teljesiilnek az alabbi azonossagok.

(1) a7 am = gntm AT A
(2) (am)m = a™m B




Tétel
Tetszéleges G csoport és a, b € G esetén (ab) ! = b~ 1ol
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Definicié
Ha G csoport, és H olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor azt
mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, és ezt igy jeldljik: H < G.

Megjegyzés
A (G; ) algebra részalgebrai nem mind részcsoportok.

Példaul a G = (Z; +) csoportban a H = N részhalmaz zart az
Osszeadasra, de ez nem részcsoport (csak részfélcsoport).

Tekintsiik az inverzképzést egyvaltozés miiveletnek:
Gl G s

az egységelemet pedig nullvaltozés miiveletnek.

Ha ezeket is bevessziik az alapmiiveletek kdzé, akkor a (G;-, 1 1)
algebrat kapjuk, és ennek a részalgebrai mar épp a részcsoportok.




Tétel

Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha

(1) H zart a szorzasra: Vhy,ho € H: hy - hy € H;
(2) H tartalmazza G egységelemét: 1 € H;

(3) H zart az inverzképzésre: Yh € H: h™! € H.
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Lagrange tétele

Ha G véges csoport és H részcsoportja G-nek, akkor H elemszama osztéja
G elemszamanak: |H| | |G|.




Példak

Részcsoportot alkot-e a G csoportban a H halmaz?
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Definicié

Legyen G egy csoport és () # B C G. A B részhalmaz altal generalt
részcsoporton a G csoport legsziikebb olyan részcsoportjat értjiik, ami
tartalmazza B-t. Jelolés: [B].

A B halmaz altal generalt részcsoport nem mas, mint. . .

® a7 odsszes B-t tartalmazd részcsoportok metszete;

® azon G-beli elemek halmaza, amelyek megkaphaték B elemeibdl
kiindulva a szorzas és az inverzképzés véges szama alkalmazasaval.

Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere G-nek.

Példak o
s O = 1+C-1)
e Z =11 A4 -+ +4=neﬂ\l, = (411,
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Példa

Hatarozzuk meg a Z csoportban a [6,10] részcsoportot.
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Példa
Hatarozzuk meg a Z14 csoportban a [6,10] részcsoportot.

[€0)=[2]=42¢8 lteq | = {625,080

Példa

Hatarozzuk meg a Z1s csoportban a [6,10] részcsoportot.
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Definicié
A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel
generalhatd, azaz Ja € G: [a] = G.

Peldak

e Z=[1
® Zn= [T]
Tétel

Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Megjegyzés
Minden csoportban ,hemzsegnek” a ciklikus részcsoportok: barmely G
csoportban barmely a elem egy ciklikus részcsoportot general.




Trivialitas
Tetsz6leges G csoport és a € G esetén

Lk keZl B o i e )

Peldak
A C\ {0} csoportban:
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Az els6 esetben a hatvanyok mind kiilonbozéek, ezért [2] = Z.

A masodik esetben négyes periodicitast tapasztalunk, ezért [i] = Z,.




Egy tetsz6leges G csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset
lehetséges:

(1) A hatvanyok mind kiilénboz&ek.
Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];-), k +— a* izomorfizmus,
ezért ([a];) = (Z,+).
® |njektivitas: feltettiik, hogy k # ¢ esetén a* # at.
® Sziirjektivitas: [a] minden eleme elgall a¥ alakban.

® Miivelettartas: (k + £)p = a*tf = ak . af = kg - L.




Egy tetsz6leges G csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset

lehetséges: @)
A

(2) A hatvanyok kdzétt van ismétlédés: 3i < j: al =a — ' =1.
Legyen n a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre a” = 1.

Az a% al,a?, ..., a" ! hatvanyok paronként kiildnbozéek (miért?)
és minden mas hatvany ezek valamelyikével megegyezik:
kvt ga il Foeseten el gt9 00 — ("0 . 50— 19 . 5" = 5"

Ekkor ©: (Zn, +) — ([a];+), k — a¥ izomorfizmus,
ezért ([a]; ) = (Zn, +).

e Joldefinialtsag: k =¢ (mod n) = a¥

e

® Injektivitas: k Z/£ (mod n) = a* # a".
® Sziirjektivitas: [a] minden eleme elsall a% (k = 0,...,n — 1) alakban.

® Mivelettartas: (k+0)p =k +Lyp =" =35. 2" = ko - lop.




Tétel
Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kdvetkezs
csoportok valamelyikével: ¢4 .y l U‘X
. s I :
Zl? Zz? Z37 Z47 S Z'

Definicié
Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot értjiik,

amelyre 3" = 1. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje
végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordo):

o(a)=min{neN:a"=1}  (min0 = oo megallapodassal).

Definicié

A G csoport rendjén elemeinek szamat (szamossagat) értjiik.
Megjegyzés

Az a elem rendje nem mas, mint az altala generalt részcsoport rendje:

o(a) = [[al]. (Sét, [a] = Zo(a).)




Példak

Hatarozzuk meg az a € G elem rendjét.

(1 - Ranl0f a2 Pl i %1,2,4,...}%2, 0(2) =
(2yi6= G0} a=ig el = {i — 1 L 1F = Yy o(i)=4
(3) G=E eq— b= 1, 2F s 2 d =7 oli) = oo
2 J/__: =5
(4) .6 =Zi &= 5 [5]={5,—-1,-5,1} & Z, o(5) =4
- S TS
L Sy
Megjegyzés

Tetszleges z € C \ {0} komplex szam esetén
ofzfe == 2l =n = ek 7,

Az ilyen tulajdonsagi szamokat nevezziik primitiv n-edik egységgyokoknek.
A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n).




Példa

Hatarozzuk meg Zog-ban az a=5, b=6, c = 7, d = 8 elemek rendjét.
TS e— pmmati e _'Z" A a :-('
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A rend tulajdonsagai
Legyen G egy véges csoport és a € G egy n-edrendii elem. Tudjuk, hogy
ekkor G > [a] = Z,. Ebbdl kdvetkezik, hogy. ..

D)ok el o — o <— o=V fmad nl

(
(2)aT w2t
B) ke Ziid =1 — nlk
(4)
(5)

4) n osztéja G elemszamanak;

5) al¢l =1,

Kovetkezmény (Euler—Fermat-tétel)
Ha a és m relativ primek, akkor a#(™ =1 (mod m).

Bizonyitas.
Alkalmazzuk az (5)-6s tulajdonsagot a G = Z7, csoportra




Tétel
Minden primrendii csoport ciklikus.

Bizonyitas.

Tth. |G| = p primszam. Legyen a € G \ {1} tetszéleges elem.

Ekkor o(a) = p, és igy [a] = G.

Tétel

A kis elemszami csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezok:

1 egyelemii: {1};
2 kételemt: Zo;
3 haromelem(: Z3;

@négyelemﬁ: Za, V;

5 otelemi: Zs.
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Definicié
A G csoport nemiires részhalmazait komplexusoknak nevezziik.
Komplexusok szorzatat és inverzét elemenként értelmezziik:

AB=ildhiac AbeBl WA 120 gl LA B C G).
Egyelemii komplexusok esetén az alabbi egyszeriisitett jeldlést hasznaljuk:

19lB.=aB, Blal=Ba (acG, #B&G)

Tétel :
Egy H C G komplexus akkor és csak akkor részcsoport, ha

HHCH,1cH, H'CH.

Megjegyzés
Ha H < G, akkor nemcsak HH C H, de H C HH is teljesiil, mert
H = {1}H C HH, tehat HH = H. Hasonléan H=! = H is teljesiil.




Definicio
Tetszéleges H < G és a € G esetén az a elem H részcsoport szerinti bal
illetve jobb oldali mellékosztalyanak nevezziik az alabbi halmazokat:

aH = {ah: h € H}, Ha = {ha: h e H}.

Példa

Hatarozzuk meg a G = Zg csoportban a H = {0, 3} részcsoporthoz
tartozé mellékosztalyokat.

0 h 03 T oH-{17) 2rH- D5,
B e i H= (a1l 50




Példa
Hatarozzuk meg a G = Z csoportban a H = {3k : k € Z} részcsoporthoz
tartozé mellékosztalyokat.

0+ H={3k: ke Z},

1+ H={3k+1:keZ},

2 H<= {3kpoitke 7,

Tetsz6leges a egész szam esetén, a + H nem mas, mint a modulo 3
maradékosztalya. Kdvetkezésképp

a+H=b+H < a=b(mod 3) <= 3|a—b < a—beH.
il

a+(~6)




Tétel
Legyen H < G, és definialjunk a G halmazon egy ~ relaciét:

arihis =0 | ol
Ekkor ~ ekvivalenciarelacié, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya Ha.

Kovetkezmény

Tetsz6leges H < G esetén a H szerinti jobb oldali mellékosztalyok a G
halmaz egy osztalyozasat alkotjak. Hasonl6 érvényes a bal oldali
mellékosztalyokra is.

Példa ‘ :
Hatarozzuk meg a G = Zj; csoportban a H = [5] = {1,5,8,12}
részcsoporthoz tartozé mellékosztalyokat.

ITeH="aw 812k — 5. H Bl D ]
L8 Y68 U - - 0

2. H = {210,311} =10 - H = 8 6 0L
4-H= {8769 — T7T.H=6-H="9:H




Definicié
A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal (vagy jobb) oldali
mellékosztalyok szamat H indexének nevezziik. Jeldlés: [G : H].

Lagrange tétele
Tetsz6leges G véges csoport és H részcsoport esetén

|G| = |H| - [G : HJ.

Kovetkezésképp |H| osztdja | G|-nek.
Bizonyitas.
Barmely g € G esetén
Apztl — gH, h e gh
bijektiv leképezés (miért?), ezért |gH| = |H|, azaz a mellékosztalyok mind
egyforma méretiiek (akkorak, mint H).

Tehat a mellékosztalyok a G halmazt felbontjak [G : H| darab |H|-elemii
részhalmazra, és igy |G| = |H| - [G : H]. ||
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Definicio6
Az N < G részcsoportot normaloszténak nevezziik, ha az N szerinti bal és
jobb oldali mellékosztalyozas megegyezik:

Vae G: aN = Na,
Jelolés: N < G.
Megjegyzés
Abel-csoportban minden részcsoport normaloszté.

Tétel

Ha N <1 G, akkor az N szerinti mellékosztalyozas kompatibilis osztalyozasa
a G csoportnak.

Bizonyitas.

Igaz-e, hogy tetszéleges alNl és b/ mellékosztalyokhoz van olyan cN
mellékosztaly, amelyre alV - bN@cN?

Igen, ¢ = ab j6 lesz:

aN-bN=a-Nb-N=a-bN-N=ab- NN =ab-N. |




Tétel

Ha N < G, akkor az N-hez tartozé kongruencia szerinti faktoralgebra
csoport, amelyet a G csoport N normaloszté szerinti faktorcsoportjanak
neveziink. Jeldlés: G/N.

elemek: alV
® szorzas: aN - bN = (ab)N
® cgységelem: 1IN = N

e inverz: (aN)™! =a" N

Példa ‘ ‘
G =1Zj3 és N =[5] = {1,5,8,12} esetén G/N = {IN,2N,4N}.
iN 2N 4N

1 1 ) A TN s {1737 gv T}
IN|IN 2N 4N 5 it
S o 2N = {2,103)11}
2N | 2N 4N 1IN N = [4,7,6,0)
an | an IN@




Legyen ~ kongruenciéja a G csoportnak.
N =Joet | ot
1€ 4

a el = OJV1 IS - ol T2t

- ~\N
ce M = )Duv’L ) 1ve Dok
4.

NQ:M“@QO&(;%U =) C\C:‘«/ pi= o~ N<G
o~ Conpitor

Q N = Na
é—- = ~N = (}'N A
N GU .) a 6‘C U = a '6‘ /l @) \.l,\/c;( l.(

OV L i
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Tétel

Legyen ~ kongruenciaja a G csoportnak, és legyen N ={a € G:a~ 1}.
Ekkor N <1 G, és a ~ kongruenciahoz tartozé kompatibilis osztalyozas
éppen az N szerinti mellékosztalyozas.

Kovetkezmény

Csoportok esetén kdlcséndsen egyértelmii megfeleltetés van a
kongruenciak és a normalosztok kozott.
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Definicio
Az G és H csoportok direkt szorzata a G x H csoport, amelynek
miveletét az alabbi médon értelmezziik:

(g1, h1) - (g2, h2) = (g1&2, h1h2) (81,8 € G, hy,ho € H).

Tétel
Csoportok direkt szorzata valéban csoport.

Tétel
Ha Inko(m, n) = 1, akkor Zm X Zp = Zmn

Bizonyitas.

Tth. Inko(m, n) = 1. Elég belatni, hogy Z,, x Z, ciklikus, azaz van egy
(a, b) generatoreleme. A legesélyesebb jeldlt: (a, b) = (1,1).

Az (1,1) elem k-adik hatvanya (k, k), és ez akkor és csak akkor egyezik
meg az egységelemmel, ha m | k és n | k, azaz lkkt(m, n) | k.

Tehat (1,1) rendje lkkt(m, n) = mn.




Tétel
A Zm % Z,, csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha m és n relativ primek.

Ha ez a helyzet, akkor Z,,n & Z,, X Z, az alabbi izomorfizmus mellett:

@ Lmn = Lm X Zp, - x mod mn — (x mod m, x mod n).

Kovetkezmény
Ha m és n relativ primek, akkor Z%, = Z* X 7.

fk ‘ Xso- ‘“‘-’"“)”3 o)
Zzoo = Z3 X Lyog = L3 X La X ZLps Xz 6 (e=tn

A véges Abel-csoportok alaptétele

Minden véges Abel-csoport primhatvanyrendii ciklikus csoportok direkt
szorzatara bonthatd.




Példa

A Klein-csoport direkt felbontasa: V = Z, x Zo.

_l’_

00 01 10 11

00
01
10
11

Tétel

Ha az M, N <1 G normalosztékra MN = G és M N N = {1} teljesiil, akkor
G=MxN.

00 01 10 11
o1 00 @) @ =V
10 @) oo @)
11 00

Forditva, G minden direkt felbontasa egy ilyen normaloszté-parnak felel

meg.
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