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izomorfizmus: ¢ : {a,X,0,v3} — {1,2,3,4} bijekC|o,

ami megdrzi a struktarat:

v: {u,v} € E(G) < {up, vy} € E(H)
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Definicié
Az A = (A; %) é&s B = (B; o) grupoidok izomorfak (jelélés: A = B), ha
letezik A — B izomorfizmus, azaz olyan p: A — B b\ij_g@_, amelyre

Vai,ap € A: (a1 * a2)p = a1 0 a2

@Iaz L€ ) Of‘(,‘.\z{f
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Tétel :

|zomorfizmusok szorzata és inverze is izomorfizmus.

Y/

K-k C
Koévetkezmény -7

Az izomorfia ekvivalenciarelacié (grupoidok barmely halmazan).




Példa
Adjunk meg izomorfizmust az A = ({igaz, hamis}; ) és B = (Z2; +)
grupoidok kozott.

Az izomorfizmus:

¢:{i,h} —» {0,1}, i — 0, h+— 1.

~— —

Orzés: L 0 ©
Ellendrzés s g(’i\/;_:\i)w . ’i‘f’;,’i"(;:g

(i+<h)p = ip-hp

(he<i)p = hp-ip

(h<>h)p = hy-hp




Példa
Adjunk meg izomorfizmust az A = ({1, —1,/,—i};:) és B = (Z4; +)
grupoidok kozott.
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Tomérebben: ¢: {1, —1,i, A} — Z4, i“+ k.

Ez a leképezés azért bijektiv, mert
Vk, (e BEGE =1 e~ tle—{ (mod 4)

A miiveletekkel valé felcserélhetéség pedig a hatvanyozas egyik
azonossagan malik:

("% =, — kil — Kl i§¢+i‘;¢.
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Példa
Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel?
A = ({igaz,bamis}; =), B=({0,1}0), C=({0,1};%)

O = | O
= | =
(emiyileam i B cs
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0 0
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A = B a kdvetkezs izomorfizmus mellett: igaz +— 1, hamis ~— 0.

A 2 C, mert C kommutativ, de A nem.
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Definicié
Legyen A = (A; x) egy grupoid és B C A. Azt mondjuk, hogy a B
részhalmaz zart (a * miveletre), ha

Vbi,by € B: by xby € B.

Ha B nemiires zart részhalmaz, akkor van értelme megszoritani a %
miiveletet a B halmazra, és igy egy B = (B; *) grupoidot kaptunk,
amelyet A részalgebrajanak neveziink. Jeldlés: B < A.

Példa

Keressiink részalgebrakat az alabbi grupoidban.

bic d; {0 4] wénelysbe
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Definicié
Legyen A = (A; %) egy grupoid és () # B C A. A B részhalmaz altal
generalt részalgebran az A algebra legsziikebb olyan részalgebrajat értjiik,
ami tartalmazza B-t. Jeldlés: [B].
A B halmaz altal generalt részalgebra nem mas, mint. ..

® az osszes B-t tartalmazé részalgebrak metszete;

® azon A-beli elemek halmaza, amelyek megkaphaték B elemeibél

kiindulva a % mdivelet véges szami alkalmazasaval.

Ha [B] = A, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere A-nak.

Példa :
Generaljunk részalgebrakat az alabbi grupoidban.
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Példa

Hatarozzuk meg az (N; +) félcsoportban a [2, 9] részfélcsoportot.

Az a kérdés, milyen szamokat lehet | felépiteni” a 2 és 9 szamokbdl

dsszeadassal.

Probalkozzink: [2.9] = {2,9,11,4,13,20,...3 =7

Prébalkozzunk szisztematikusan:

2
9 11
18 20
27 29

Tehat [2,9] = {2,4,6,8,9,10,11,12,13,14,15, ...

4
13
22
31

6
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24
33

8
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26
35
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28
37
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30
39
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23
32
41
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Példa
Hatarozzuk meg az (N; -) félcsoportban a [2, 9] részfélcsoportot.

Az a kérdés, milyen szamokat lehet | felépiteni” a 2 és 9 szamokbdl

szorzassal.

Ha k darab 2-est és ¢ darab 9-est szorzunk, akkor a 2k . 9f = 2k . 32¢
szamot kapjuk.

Tehat [2,9] = {2 - 3% : k,£ € No}:

Szavakkal megfogalmazva: egy'természetes szam akkor és csak akkor van
benne a [2, 9] félcsoportban, ha primfelbontasaban csak 2-es és 3-as
szerepel, és 3 kitevéje paros.
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Emlékeztets

A szamelméleti kongruenciarelacié fontos tulajdonsagai:
o ckvivalenciarelaci6 (reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv);
e szabad" kongruenciakat dsszeadni és Gsszeszorozni:

ay=by (mod m)

A o m)} = a1.+ax=bi+ b (mod m),

ai-ax = by - by (mod m).
Ez a kompatibilitasi tulajdonsag lehetévé teszi, hogy maradékosztalyokat

reprezentansaik segitségével adjunk és szorozzunk Gssze, és ezek a
miiveletek joldefinialtak lesznek.




Példa
Modulo 7 maradékosztalyok Gsszeadasa:
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Az eredmény nem fligg a reprezentansok valasztasatol.




Példa
A (Zs3; +,-) gyiiri mivelettablazatai:
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Definicio6

Legyen A = (A; *) egy grupoid, és legyen ~ egy ekvivalenciarelacié az A
halmazon. Azt mondjuk, hogy ~ kongruenciarelaciéja az A algebranak, ha
tetszéleges ai, as, by, by € A elemek esetén

alel} —> ar*xap ~ byx*bo.

az ~ by

Definicié

Legyen A = (A; *) egy grupoid, és legyen C egy osztalyozas az A
halmazon. Azt mondjuk, hogy C kompatibilis osztalyozasa az A
algebranak, ha tetszéleges C1, (> € C osztalyokhoz létezik egy olyan
D € C osztaly, amelyre

{81*82 | Shie C1,82€C2} @ 5] — (G 6
Trivialitas

Egy ekvivalenciarelacié akkor és csak akkor kongruencia, ha a hozza
tartozo osztalyozas kompatibilis.




Definicio6

Legyen A = (A; x) egy grupoid, legyen ~ egy kongruenciarelaciéja A-nak,
és legyen C = A/~ a megfelel6 kompatibilis osztalyozas.

Ertelmezziik a kongruenciaosztalyok halmazan a ® miiveletet a
kovetkez6képpen: tetszéleges Ci, C» € A/~ esetén legyen C; ® C, az az
egyértelmiien meghatarozott D € A/~ kongruenciaosztaly, amelyre

{al*ag | 31€C1,82€C2} @

Az igy kapott A/~= (A/~; ®) algebrat nevezziik az A algebra ~
kongruencia szerinti faktoralgebrajanak.

Megjegyzés

Altalaban 2 jeldli az a € A elem ~ szerinti ekvivalenciaosztalyat. Ezzel a
jeloléssel a faktoralgebra miivelete igy definialhaté:

a1 ®ax = ai *an.

Az osztalyozas kompatibilitasa garantalja, hogy ez a miivelet jéldefinialt,
azaz az eredmény nem fligg a reprezentansok valasztasatol.




Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a, b}, {c.d}, {e}} az alabbi
grupoidnak? Ha igen, irjuk fel az A/~ faktoralgebra mivelettablazatat.

T
il ) G dize
g |ace b d@Y L e
A:~>b SNBE @ @
cilid e ccie
diliard ¢ dvod
Sl o crictien ¢

Nem, pl. a~ b és ¢ ~ d, de ax c » bxd (azaz M ® M nem joldefinialt).




Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a}, {b.c.d.e}} az alabbi grupoidnak?
Ha igen, irjuk fel az A /~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Igen, barmely két szin szorzata jéldefinialt:

HeoE-N HoE-N HNoEN-N HoE-N




Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a}, {b.c.d.e}} az alabbi grupoidnak?
Ha igen, irjuk fel az A /~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a}, {b.c.d.e}} az alabbi grupoidnak?
Ha igen, irjuk fel az A /~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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® ‘ {a} {b,c,d,e}

A/~ = {a} {b,c,d, e} Cib,c,d,eD)

{b,c,d, e} {a} {b,c,d, e}




Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a}, {b.c.d.e}} az alabbi grupoidnak?
Ha igen, irjuk fel az A /~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a}, {b.c.d.e}} az alabbi grupoidnak?
Ha igen, irjuk fel az A /~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a,c}, {b.e}, {d}} az alabbi
grupoidnak? Ha igen, irjuk fel az A/~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a,c}, {b.e}, {d}} az alabbi
grupoidnak? Ha igen, irjuk fel az A/~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a,c}, {b.e}, {d}} az alabbi
grupoidnak? Ha igen, irjuk fel az A/~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa
Kompatibilis osztalyozasa-e C = {{a,c}, {b.e}, {d}} az alabbi
grupoidnak? Ha igen, irjuk fel az A/~ faktoralgebra mivelettablazatat.
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Példa

Hatarozzuk meg az (RR;-) algebra ~ szerinti faktoralgebrajat, ahol

a~ b <= sgna=sgnb.

R/~ ={R", R, {0} }

| {0 R* R L

RS {03 {0} {0}‘{0_} . b 0 o0
BRG] RO 0

R- | {0} R~ R* 1 41




Példa
Hatarozzuk meg az (R; +) algebra ~ szerinti faktoralgebrajat, ahol

a~ b <= sgna=sgnb.

Ez nem kongruencia, mert az Gsszeg el6jelét nem hatarozza meg
egyértelmiien az 6sszeadandok elsjele.

Példaul 2 ~ 5 &5 —6 ~ —4, de (2 + (—6)) = (5 + (—4)).
{] ]

s
( +1
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Definicié

Legyen A = (A; x) és B = (B; o) két grupoid. Azt mondjuk, hogy a
¢: A — B leképezés homomorfizmus A-rél B-be, ha ¢ felcserélhets a
miiveletekkel, azaz

Vaj,ap € A: (a1 xa)p = aip o ap.

Ha létezik p: A — B sziirjektiv homorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
B homomorf képe A-nak. B

Specialis homomorifzmusok: i ¢
@

bijektiv homomorfizmus = izomorfizmus,

injektiv homomorfizmus = beagyazas,

R

kg = B

o A 5 A homomorfizmus = endomorfizmus, B

® bijektiv A — A homomorfizmus = automorfizmus.

Tétel
Homomorfizmusok szorzata is homomorfizmus.




Peldak

e o (RT;) = (R;+), x — logx izomorfizmus
* v: (Ci+,)— (C;+,:), z—Z automorfizmus
® v:(C;+) = (C;4+), z+— Rez endomorfizmus
® 0: (C;+) > (R;+), z+> Rez sziirjektiv homomorfizmus
* 0. (C-)= (R;:), Zz— Rez nem homomorfizmus
* o: (R;+,") =2 (C+,), x— x‘ ' beagyazas
& i (KA ) '_> (R;-), M+ detM sziirjektiv homomorfizmus
1
°* v: (C[0,1];4) = (R;+), f — [ f(x)dx sziirjektiv homomorfizmus

0 v )2 56 404




Definicié

Legyen ~ kongruenciaja az A algebranak. Ekkor a

leképezés sziirjektiv homomorfizmus (ugye?), amelyet a ~ kongruenciahoz

viA—o A/~ a3

tartozé természetes homomorfizmusnak neveziink.

Példa
‘A a Ciidiie
ililrel Tl el o il
e ¢ ciae e
e el S e e B
8 diiscyd; id
eildalte sr e e

AU VoW
b v U
W iy ty
wilu w w

av=—U by —Y fcv—U. dp —tWiey —
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Példa

Tekintsiik az alabbi homomorfizmust.

Q.

el

ap=v, bo=v, co=w, dp=w

(axa)p
(axb)y

(d*d)y

[l 3 =~

ap o ap
ap o by

dpodyp




Definicié
A ©: A — B leképezés magjan az alabbi ker ¢ ekvivalenciarelaciét értjiik:

ker o = {(a1,32) : a1p = arp} CA X A.

Tétel (Homomorfiatétel)
Ha ©: A — B homomorfizmus, akkor. ..

(a) Ap < B, azaz p értékkészlete részalgebraja B-nek;
(b) ker ¢ kongruenciaja A-nak;

(c) A/ kerp = Ap, azaz a mag szerinti faktoralgebra izomorf a
homomorf képpel.

Kovetkezmény (Homomorfiatétel)
Ha ¢: A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor A/ ker p = B.




Kovetkezmény
A homomorf képek és a faktoralgebrak ,|ényegében” ugyanazok:
¢ minden faktoralgebra homomorf kép; A~ =Av
i oy 5 S A/ ey
® minden homomorf kép izomorf egy faktoralgebraval. =~ A

A homomorfiatétel szerint minden homomorfizmus felfoghaté egy
faktorizalas és egy bedgyazas egymasutanjaként.

*ab{cd
O\UVW
atd
ulv u w
A pa o b )
v iwiiw v
collig
dvb w|lulv w
a =
% M P
*‘EE o‘vvv
Alkerp = atec 3 = V. o
e2l7g 1 ¢ wilv w




Példa
Irjuk fel a homomorfiatételt a

sgn: (R;:) — (R; )

homomorfizmusra.

Az értékkészlet: Ry = {—1,0,+1}.

A maghoz tartozé osztalyozas: R/ kersgn = { R™, {0}, R* }.

A mag szerinti faktoralgebra

| {0} Rt R | 41

0 -

(R.)/ ker il 10f 0F 0L {0}  0fE@ 0 .0
Rl R R 0 il

R- |40} R R+ . L
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Definicio

Az A = (A; %) és B = (B; o) grupoidok direkt szorzata az

A x B = (A x B;®) grupoid, amelynek miiveletét az alabbi médon
értelmezziik:

(a1, b1) ® (a2, b2) = (a1 * a2, b1 o bo) (a1, a2 € A, b1, by € B).

Péeldak
o térbeli vektorok az dsszeadas miiveletével:

(R; +) x (R; +) x (R; +) = (R; +)3

(€)= Ri4) x (Ri4) = (R; +)?

o (R?%4) 2(R; +) x (Ri +) x (R; +) x (R; +) = (R; +)*
(
(e

* (P(U);N) = (Z;-)" ha |U|=n
(U);?) = (Zo; +)", ha |U] = n

® ha Inko(m, n) = 1, akkor Z, X Zp = Zimn




Tétel
Az alabbi leképezések (projekciok) sziirjektiv homomorfizmusok:

m1:AXxB— A, (a,b)— a
m: AxB— B, (a,b)— b.

Kovetkezésképp A és B is izomorf A x B egy-egy faktoralgebrajaval.

Példa - —)
Mivel 2 és 3 relativ primek, Z»> x Z3 = Zg. A fentiek szerint Z, és Zsz is
megkaphaté Zg faktoralgebrajaként:

® 7n = 7/ ~, ahol a ~ kongruenciarelacionak megfelel§ osztalyozas:
¢~ {1024), @35}
LB L (T
® 73 = 7/ ~, ahol a ~ kongruenciarelacionak megfelelé osztalyozas:
¢c={{03}, {13}, 2.5}
L =

U v
[LJI’O\ (u'/t) ( 2'\

i
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Kérdés
Adott A1, Ay, ... algebrakbdl kiindulva milyen algebrakat tudunk felépiteni
a tanult konstrukciokkal (részalgebra, faktoralgebra, direkt szorzat)?

Részleges valasz
Ha A1, Ap, ... mind kommutativak (asszociativak, ...), de B nem, akkor
a B algebrat biztosan nem lehet megkapni.

Teljes valasz: Birkhoff tétele

A B algebra akkor és csak akkor kaphaté meg az A; (i € /) algebrakbdl
direkt szorzat, részalgebra és homomorf kép képzésével, ha B kielégit
minden olyan azonossagot, amelyet az A; algebrak kielégitenek.
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