1. feladat

Hatdrozzuk meg az ({a, b, ¢, d}; x) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

* ‘ a b ¢ d
ala b ¢ b
b|b b b b
clc b ¢ a
d|d b b a
Megoldas.
(a) [c.d] =7

cxd=a, dxc=b = [c,d] ={a b,c,d}
(b) [0,5] =2

axa=a, axb=0>b, bxa=>b, bxb=b, tehat {a, b} mar zdrt = [a, b] = {a, b}
(c) [d] =2

d«d=a, axd=0bés {a b d} mirzirt = [d] = {a, b,d}



Részalgebra, generalas

Definicio. Legyen (A; F) egy algebrai struktira, és legyen B C A nemiires részhalmaz.
Ha B zart az 6sszes F-beli miiveletre, akkor a B halmaz az F-beli miiveletekkel
(pontosabban azok B-re valé megszoritasaival) egy (B; F) algebrai struktirat alkot,
amelyet (A; F) részalgebrdjanak neveziink.

Példa. Ha csak egyetlen kétvdltozés miiveletiink van, vagyis egy (A; *) grupoidrdl van
sz6, akkor a B halmaz zdrtsaga ezt jelenti:

Vby,bp € B: by by € B.
Példsul az (IN; +) félcsoportban a paros szdmok halmaza zirt, és igy a paros szémok

egy részfélcsoportot alkotnak. De a paratlan szimok halmaza nem zart az 3sszeaddsra.

Definici. Tetszéleges B C A esetén [B] jelsli a legsziikebb B-t tartalmazé zart halmazt.
Ezt a B halmaz &ltal generdlt részalgebrdanak, vagy réviden B generdtumdnak nevezziik.

Ha B az egész algebrat generilja, vagyis [B] = A, akkor azt mondjuk, hogy
B generatorrendszere az (A; F) algebranak.

Allitas. Egy a € A elem akkor és csak akkor van benne B generatumaban, ha a
megkaphaté B elemeibdl kiindulva az F-beli miiveletek véges sokszori alkalmazasdval.

Megjegyzés. A B halmaz akkor és csak akkor zért, ha [B] = B.



Gyakorolj!

2. feladat.
Hatdrozzuk meg az ({a, b, ¢, d}; %) grupoidban az al4bbi részgrupoidokat.

*‘a b ¢ d
ala ¢ b d
b|b ¢ b a
c|lc a ¢ a
d|d ¢ a d

(2) [a] =2

(b) 6] =2

(c) [b,c] =7

(d) [a.d] =2



3. feladat

Hatdrozzuk meg az (IN; +) félcsoportban a [2, 9] részfélcsoportot.

Megoldas.
Az a kérdés, milyen szamokat lehet ,felépiteni” a 2 és 9 szamokbdl Gsszeaddssal.

Probélkozzunk: [2,9] ={2,9,11,4,13,20,...} =7

Prébalkozzunk szisztematikusan:

18 20 22 24 26 28 30 32
27 29 31 33 35 37 39 41

Tehat [2,9] = {2,4,6,8,9,10,11,12,13,14,15,...} = N\{1,3,5,7}.



Gyakorolj!

3. feladat.

Hatdrozzuk meg az (IN; +) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

() [2.9] =2
(b) [2,5] =?
() [3,5] =2

(d) [4,10] =2



4. feladat

Hatdrozzuk meg az (IN; -) félcsoportban a [2, 9] részfélcsoportot.

Megoldas.
Az a kérdés, milyen szamokat lehet ,felépiteni” a 2 és 9 szamokbdl szorzassal.

Ha k darab 2-est és ¢ darab 9-est szorzunk, akkor a 2% - 9¢ = 2K . 320 szgmot kapjuk.
Tehat [2,9] = {2k -320: k, £ € Np}.

Szavakkal megfogalmazva: egy természetes szdm akkor és csak akkor van benne a [2, 9]
félcsoportban, ha primfelbontdsiban csak 2-es és 3-as szerepel, és 3 kitevéje paros.



Gyakorolj!

4. feladat.
Hatdrozzuk meg az (IN; -) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.
(@) [2.9] =2

(b) [2,5] =2
(c) [3.5]=?

(d) [4,10] =2



Részcsoport

A (Z;+) csoportban [2,9] = {2,4,6,8,9,10,11,12,13,14,15,...}, ami nem csoport.
Ha csoportot szeretnénk, akkor nemcsak az 6sszeaddsra, hanem az additiv inverz
képzésére is ,le kell zarni” a halmazt.

1

Definici6. Legyen (A;*) egy csoport, jeldlje e az egységelemet, és jeldlje a—* az a elem

inverzét. A B C A halmazt akkor nevezziik részcsoportnak, ha

1. B zdrt a * miiveletre: Vb1, by € B: by by € B,
2. B zart az inverzképzésre: Vb € B: b1esB,

3. B tartalmazza az egységelemet: e € B.

Definicié. Egy B C A hamaz dltal generalt részcsoport a legsziikebb B-t tartalmazé
részcsoport.

Példa. A (Z;+) csoportban a paros szimok részcsoportot alkotnak, de a pozitiv paros
szdmok csak részfélcsoportot.

Allitas. Egy a € A elem akkor és csak akkor van benne a B &ltal generalt részcsoportban,
ha a megkaphaté B elemeibdl kiindulva a csoportmiivelet és az inverzképzés véges sokszor
torténd alkalmazasaval.



5. feladat

(a) Hatdrozzuk meg a (Z;+) csoportban a [2, 9] részcsoportot.

Megoldas.

Az a kérdés, milyen szamokat lehet ,felépiteni” a 2 és 9 szamokbdl dsszeaddssal és
kivondssal.

Az 1-es szamot ki tudjuk hozni: 9 —2—-2—-2-2=1.

Az 1-est sajdt magdval 6sszeadogatva minden pozitiv egész kijon, additiv inverzzel
pedig a negativak is.

Tehst [2,9] = Z.



5. feladat

(b) Hatdrozzuk meg a (Z;+) csoportban a [6, 10] részcsoportot.

Megoldas.
A 2-es szamot ki tudjuk hozni: 64+6 —10=2-6+(—1)-10 = 2.

A 2-esb8l megkapjuk az 6sszes pdros szamot.

Pdratlan szamot pedig nem kapunk, mert 6 és 10 pdros, és a paros szamok halmaza
z3art az 6sszeaddsra és az additiv inverz képzésére.

Teh4t [6,10] = {p4ros szdmok}.

Masik megoldas.
Ha x ,darab” 6-ost és y ,darab” 10-est vesziink, akkor a 6x + 10y szdmot kapjuk.

Tehat [6,10] = {6x+ 10y : x,y € Z} =
={c€Z:3Ix,y€Z:6x+10y =c} =
={ceZ:2|c}.



Gyakorolj!

5. feladat.
Hatdrozzuk meg a (Z; +) csoportban az aldbbi részcsoportokat.
(@) [2.9] =2

(c) [5,17] =7
(d) [25,65] =2

(e) [30,42,105] =2



6. feladat

(a) Hatarozzuk meg a (Z14; +) csoportban a [6,10] részcsoportot.

Megoldas.

Ez majdnem ugyanaz, mint az el6z6 feladat, csak minden szédmra kell tenni egy
,vonast”. Tehat a pdros szamok modulo 14 maradékosztdlyait kapjuk:

(b) Hatdrozzuk meg a (Z15;+) csoportban a [6,10] részcsoportot.

Megoldas.
Mik a pédros szamok modulo 15 maradékosztslyai?

Masik megoldas.
Az a kérdés, hogy mely b € Z15 maradékosztalyok reprezentalhatéak paros szammal:

[6,10] ={bE€Z15:Ix € Z:2x = b} =
={be€Z5s:3Ix€Z:2x=b (mod15)} =
:{Eezl5il|b}zzl5.



Gyakorolj!
6. feladat.
(a) Hatdrozzuk meg a (Zi4;+) csoportban a
(b) Hatdrozzuk meg a (Zis; +) csoportban a
(c) Hatdrozzuk meg a (Z1s5; +) csoportban a
(d) Hatdrozzuk meg a (Z16; +) csoportban a

(e) Hatdrozzuk meg a (Z1;+) csoportban

a |

[6,10] részcsoportot.
[6,10] részcsoportot.
[25,65 | részcsoportot.
[25,65] részcsoportot.
30,42,105] részcsoportot.



Ciklikus csoportok

Megfigyeltiik, hogy
» a (Z;+) csoportban [2,9] = [1] = Z,
» a (Z;+) csoportban [6,10] = [2] = {pdros szamok},

» a (Z15;+) csoportban [6,10] = [2] = [1] = Z1s.
Definicié. Ha az (A; *) csoportot lehet egyetlen elemmel generdlni, azaz van olyan a € A
elem, amelyre [a] = A, akkor azt mondjuk, hogy (A; *) ciklikus csoport.
Tétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus
Példak.

» A (Z;+) csoport ciklikus, mert Z = [1].
Ezért minden részcsoportja is ciklikus, pl. [6,10] = [2].

» A (Zm; +) csoport minden m modulusra ciklikus, mert [I] = Zj,.
Ezért minden részcsoportja is ciklikus, pl. [6,10] = [2].

» Az (R;+) csoport nem ciklikus (miért?).

» Barmilyen (A;*) csoport és barmilyen a € A elem esetén [a] ciklikus részcsoport.



Ciklikus csoportok

Allitas. Az a elem altal generilt ciklikus részcsoport:

[a] = {...,3_3,3_2, ale, a,a2,a3,...} = {ak ckeZy.

Példak. A (C\{0};-) csoportban
» 2 ={.., 41 11,248 .. }={..,273222120021 2223 1= (zZ),
> [F1] ={-11} = (Z +).
> [ =A{i, -1 =i 1} = (Zs; +).

Definicié. Az (A; %) csoportban az a € A elem rendje az a legkisebb pozitiv egész k
kitevé, amelyre ak = e. Ha nincs ilyen kitevé, akkor a rendje végtelen. Jelslés: o (a).

Példak. A (C\{0};-) csoportban

> 0(2) =00,

» o(—1)=2,

» o(i)=4.
Tétel. Ha o (a) = n, akkor [a] elemszama n, s6t, ([a];*) = (Zn; +)
Ha a végtelen rend(i elem, akkor [a] végtelen, s8t, ([a]; ) = (Z;+)



7. feladat

Hatdrozzuk meg a (Zag; +) csoportban az aldbbi elemek rendjét.

(a) o(5) =7

(e) o(9) =7
Megoldés

=20



Gyakorolj!

7. feladat.
Hatdrozzuk meg a (Zy1; +) csoportban az aldbbi elemek rendjét.

(2) o(5) =
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8. feladat.

Hatdrozzuk meg a (Zs3p; +) csoportban az aldbbi elemek rendjét.
(a) o(18) =7

(b) o(19) =2
(c) o(20) =2
(d) o(21) =2
(e) o(22) =7



Raadas

A modulo m maradékosztdlyok a szorzdssal nem alkotnak csoportot.

Egy 3 € Z, elemnek akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha Inko (a, m) = 1.
Az ilyen maradékosztdlyokat redukdlt maradékosztédlyoknak nevezziik.

A redukalt maradékosztalyok halmazat Z7, jeloli.

Nem nehéz ellen8rizni, hogy (Z},;-) Abel-csoport, amelynek elemszama ¢ (m).

Amikor kiszamoltuk, hogy milyen nap lesz 20192020 nap muilva, akkor a 2019 =3 € z;3.
rendjét, illetve az &ltala generdlt részcsoporot hatdroztuk meg:

Az Euler—Fermat-tétel szerint minden 3@ € Z}, maradékosztélyra 39(m) — 1, amibél
az kdvetkezik, hogy o (3) | ¢ (m).
Ez specidlis esete a kovetkezd tételnek:

Lagrange tétele. Egy n-elem{i csoportban minden a elemre a”" = e, és o (a) | n.



