Algebrai strukturdk

Definicié. Algebrai struktira: (A; F), ahol A nemiires halmaz, és F az A halmazon
értelmezett miiveletek egy halmaza.
Példak.

> Az Osszeadds miivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z; +) algebrai struktdra.

> Az Osszeadds és a szorzds miivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z;+, ) algebrai struktiira.

> A szorzas nem miivelet a negativ egész szamok halmazdn, ezért
(Z~;-) nem algebrai struktra.
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Félcsoportok és csoportok

Definicié. Legyen A nemiires halmaz.
1. Ha x kétvaltozés miivelet az A halmazon, akkor (A; ) grupoid.
2. Ha (A; *) grupoid és * asszociativ, akkor (A;*) félcsoport.
3. Ha (A; x) félcsoport és van egységeleme, akkor (A; ) monoid.
4. Ha (A; %) monoid és minden elemének van inverze, akkor (A; ) csoport.
5. Ha (A; %)

;%) csoport és x kommutativ, akkor (A; *) Abel-csoport.
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1. feladat

(a) Milyen algebrai struktira (IN; +)?
1. miivelet? IGEN = (IN;+) grupoid
2. asszociativ? IGEN = (IN;+) félcsoport
3. egységelem? NINCS
(b) Milyen algebrai struktdra (Z;+)?
miivelet? IGEN = (Z; +) grupoid

asszociativ? IGEN = (Z; +) félcsoport

1.

2.

3. egységelem? VAN (0) — (Z;+) monoid

4. inverz? MINDENKINEK VAN (a inverze —a) = (Z; +) csoport
5.

kommutativ? IGEN = (Z;+) Abel-csoport
(c) Milyen algebrai struktira (Z;-)?
. miivelet? IGEN = (Z; ") grupoid
. asszociativ? IGEN = (Z; ) félcsoport

1

2

3. egységelem? VAN (1) = (Z;-) monoid

4. inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 0-nak nincs)



1. feladat

(d) Milyen algebrai struktidra (Z\ {0};-)?

1. miivelet? IGEN — (Z\ {0};") grupoid

2. asszociativ? IGEN = (Z\ {0};-) félcsoport

3. egységelem? VAN (1) = (Z\ {0};-) monoid

4. inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 2-nek nincs)
(e) Milyen algebrai struktdra (Zs; +)?

1. miivelet? IGEN = (Zs;+) grupoid

2. asszociativ? IGEN = (Zs; +) félcsoport

3. egységelem? VAN (0) = (Zs;+) monoid

4. inverz? MINDENKINEK VAN (2 inverze —a) —> (Zs; +) csoport

5. kommutativ? IGEN = (Zs; +) Abel-csoport
(f) Milyen algebrai struktiira (Zs;+)?

1. miivelet? IGEN = (Zs;-) grupoid

2. asszociativ? IGEN = (Zs; ) félcsoport

3. egységelem? VAN (1) = (Zs;-) monoid

4. inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 0-nak nincs)



1. feladat

(g) Milyen algebrai struktdra (Zs \ {0};-)?
1. miivelet? IGEN = (Zs )\ {0};-) grupoid
2. asszociativ? IGEN = (Zs \ {0}; ) félcsoport
3. egységelem? VAN (1) = (Zs\ {0};-) monoid
4. inverz? MINDENKINEK VAN = (Zs\ {0};) csoport
5. kommutativ? IGEN = (Zs\ {0};-) Abel-csoport

(h) Milyen algebrai struktira (Zs \ {0}; +)?
1. miivelet? NEM (pl. 24+3 =0 ¢ Z5 \ {0}) = (Zs \ {0}; +) nem is grupoid
(i) Milyen algebrai struktira (Mp; +)? (Itt My a 2 X 2-es valés matrixok halmaza.)

1. miivelet? IGEN = (My;+) grupoid

2. asszociativ? IGEN = (Mpy; +) félcsoport

3. egységelem? VAN (0 =(39)) = (Mo;+) monoid

4. inverz? MINDENKINEK VAN (A inverze —A) = (My; +) csoport
5.

kommutativ? IGEN = (Mp; +) Abel-csoport



1. feladat

() Milyen algebrai struktdra (Ms;-)?

1.
2.
3.

4.

miivelet? IGEN = (Mp; ) grupoid
asszociativ? IGEN = (Mpy; ) félcsoport

egységelem? VAN (E =(}9)) = (Mp;-) monoid

inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 0-nak nincs)

(k) Milyen algebrai struktira (Ma\ {0};-)?

1.

miivelet? NEM (pl. ($3)-(33)=(39)) = (M2\{0};-) nem is grupoid

(1) Milyen algebrai struktira GLp (R) := ({A € M, | det (A) #0};)?

1.

o & WD

miivelet? IGEN (ha A, B € GLy (R), akkor det (AB) = det (A) - det (B) # 0)
= GL2 (R) grupoid

asszociativ? IGEN = GL; (R) félcsoport

egységelem? VAN (E) = GL; (R) monoid

inverz? MINDENKINEK VAN (A inverze A~!) = GL; (R) csoport
ommutativ? NEM (ol (23)-(12) £ (13) - (23))



Gyakorolj!

2. feladat.

Milyen
Milyen
Milyen
Milyen
Milyen
Milyen

Milyen

algebrai

algebrai
algebrai
algebrai
algebrai
algebrai

algebrai

struktdra (Q \ {0}; +)?
struktira (Q \ {0};-)?
struktdra (QT;+)?
struktdra (QT;-)?
struktdra (Z—;+)?
struktira (Z \ {0}; )7

struktira (IN;-)?



Gyakorolj!

3. feladat.

(a) Milyen algebrai struktira ({u, v, w};¢)?

(b) Milyen algebrai struktira ({a, b, c,d};0)?

ola b ¢ d
alc a b b
bla b ¢ d




Gyakorolj!

3. feladat.

(c) Milyen algebrai struktdra ({a, b, c,d}; %)?

*|a b c d
ala b c d
b|b a c d
clc ¢ ¢ ¢
did d ¢ c

(d) Milyen algebrai struktira (P ({u,v});U)?
(e) Milyen algebrai struktira ({igaz, hamis}; —)?

(f) Milyen algebrai struktdra ({1, —1,i, —i};-)?



Gyakorolj!

4. feladat.

Milyen
Milyen
Milyen
Milyen
Milyen

Milyen

algebrai
algebrai
algebrai
algebrai
algebrai

algebrai

struktira (Z; ), ahol aob = a— b?

struktira (Z;e), ahol ae b = a+ b+ 237
struktdra (Z; ®), ahol a®@ b= b+ 27

struktira (Z; ®), ahol a® b = a?

struktira (Q;*), ahol axb=12—-3a—3b+a-b?

struktira (Q\ {3};%), ahol axb=12—-3a—3b+a- b?



Gyiiriik és testek

Definicié. Legyen A nemiires halmaz, és legyenek + és - kétvdltozés miveletek
az A halmazon.

» Az (A;+, ) struktdrat gyliriinek nevezziik, ha

1. (A;+) Abel-csoport, azaz

>
>
>
>

az Osszeadds asszociativ,

van additiv egységelem (jelSlése: 0),

minden elemnek van additiv inverze (jellése: —a),
az 6sszeadds kommutativ;

2. (A;-) félcsoport, azaz

>

a szorzas asszociativ;

3. és a szorzas disztributiv az 0sszeaddsra, azaz

>

(a+b)-c=a-c+b-césc-(a+b)=c-a+c-bminden a b, c € A esetén.

» Az (A;+,-) struktdrat testnek nevezziik, ha
1. (Ai+, ) gylird,
2. 1A =2,

3. a szorzds kommutativ,

4. van multiplikativ egységelem (jeldlése: 1),

5. minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze (jeldlése: a=1).



Gyiiriik és testek
Példak.

» (C;+,-) test

» (R;+,-) test

> (Q;+,-) test

> (Z;+,") gylirii

v

(N; 4+, ) nem gyiirii

> (My; +,-) gylirii

\{

(P ({u,v}); ,N) gyirii
(additiv egységelem: @, multiplikativ egységelem: {u, v})

v

(Zm; +, ) mindig gylirli, idénként még test is

(additiv egységelem: 0, multiplikativ egységelem: 1)



Maradékosztaly-gylirlik és maradékosztalytestek

Definicié. A (Zm; +,-) gylirit modulo m maradékosztaly-gyiiriinek nevezziik

Példa. Z4 osszeadé- és szorzétablaja:

+]0 123 0123
olo 1T 2 3 0/0 00 0
1/12 30 ilo 1 2 3
22 301 2/02 0 2
33012 3/0 32 1

Ez nem test, mert 2-nak nincs multiplikativ inverze.



Maradékosztaly-gylirlik és maradékosztalytestek

Példa. Zs Osszeadd- és szorzétabldja:

+/0 1 2 3 4 01 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0|0 00 0O
1|1 2 3 40 1/0 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 41 3
313 401 2 3/0 31 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Ez test, mert 0 kivételével mindenkinek van multiplikativ inverze:

1t=1 27'=3 3



Maradékosztaly-gylirlik és maradékosztalytestek

Példa. Szamitsuk ki Zog-ban 3 multiplikativ inverzét.

Jeldlje az inverzet X. Ekkor 3-X =1, azaz 3x =1 (mod 20).
Ezt a linedris kongruencidt konnyen megoldhatjuk:

3x =1 (mod20)
3x =21 (mod20) (Inko (3,20) =1)
x =7 (mod20)
Tehat Zoo-ban 3 ' =7.

7
Példa. Szamitsuk ki Zyg-ban a 3 hanyadost.

Felhasznalhatjuk az el6z6 példa eredményét:

N

~ —3.3'-3.7=-28=38.
3

ime egy masik megoldds, ami nem hasznalja a kordbban kiszdmolt inverzet:
4 24 3-8

=== =8.

3 3 3

Tétel. A Z,, maradékosztaly-gyiir(i akkor és csak akkor test, ha m primszam.



