Absztrakt algebra

> algebra: az algebrai struktirdk tudomdnya
> algebrai struktira: miiveletekkel felszerelt nemiires halmaz
> miivelet: ?

Példa. Az 6sszeadds miivelet az egész szamok halmazdn.
(3,8) — 11 ZxZ—2Z, (a,b)—a+b
Definicié. Kétvdltozés * miivelet a nemiires A halmazon:

x: AXA— A, (a,b)— axb leképezés.

Példa. Miivelet-e a szorzds a negativ egész szamok halmazdn?
NEM, mert pl. (=3)-(-5) ¢ Z~.

Példa. Miivelet-e az osztds a valés szamok halmazan?
NEM, mert pl. v/2/0 nem értelmezett.

Fontos, hogy:
> ax b értelmezett legyen minden a, b € A esetén,
> ax* b egyértelmiien meghatdrozott legyen minden a, b € A esetén,
> ax b az A halmazba essen minden a, b € A esetén.



1. feladat

(a) Miivelet-e az dsszeadds a harommal oszthaté egész szamok halmazan?
IGEN: 3k 4+ 3¢ =3 (k + ) oszthaté 3-mal minden k, { € Z esetén.
(b) Miivelet-e az 8sszeadds a hdrommal nem oszthaté egész szamok halmazan?
NEM: pl. 1 4+ 2 = 3 nincs benne az alaphalmazban.
(c) Miivelet-e az osztds a pozitiv egész szdmok halmazan?
NEM: pl. 5/7 nincs benne az alaphalmazban.
(d) Miivelet-e az 6sszeadds az A = {a+ bi | a, b € RT} halmazon?
IGEN: ha a+ bi,c+di € A (azaz a,b,c,d € RT), akkor
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i€A(merta+c,b+deRT).
(e) Miivelet-e x xy = /xy a valdés szdmok halmazan?

NEM: pl. 2% (—3) = +/—6 nincs benne az alaphalmazban (vagy nem értelmezett).
(f) Mivelet-e x xy = ,/xy a komplex szdmok halmazan?
NEM: pl. (2 —4i)* (24 i) = +/8 — 6i nem egyértelmii, lehet 3 — i vagy —3 +I.

(g) Mivelet-e a metszés az {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}} halmazon?
IGEN: a megadott hat halmaz koéziil barmely kettdnek a metszete megegyezik
a hat halmaz valamelyikével (macerds esetvizsgalat).



Gyakorolj!

2. feladat.

(a) Miivelet-e
(b) Mivelet-e
(c) Miivelet-e
(d) Mivelet-e
(e) Miivelet-e

(f) Mivelet-e

a szorzas a hdrommal oszthaté egész szamok halmazan?

a szorzas a harommal nem oszthaté egész szamok halmazan?
az 6sszeadds a [0, 1] intervallumon?

a szorzds a [0, 1] intervallumon?

a szorzds az A= {a+ bi | a, b € RT} halmazon?

az egyesités az {@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}} halmazon?



Miiveleti tulajdonsagok

Legyen * egy miivelet az A halmazon.

> A x miivelet kommutativ, ha minden a, b € A esetén ax b = bx* a.

Pl. valés szamok dsszeaddsa és szorzasa kommutativ.

» A % miivelet asszociativ, ha minden a, b, ¢ € A esetén (a b) xc = ax* (bx*c).

Pl. valés szamok 6sszeaddsa és szorzdsa asszociativ.

» A z € A elem zéruselem, ha minden a € A esetén axz =z = zx* a.

Pl. valés szamok szorzasanal z = 0.

> Az e € A elem egységelem, ha minden a € A esetén axe =a=-exa.

Pl. valés szdmok szorzdsandl e = 1, de 6sszeaddsandl e = 0.

> Ha e egységelem, akkor a és b egymads inverzei, amennyiben ax b = e = b x a.

PI. valés szamok sszeadasanal b = —a, szorzasandl b =1 (ha a # 0).

» A x miivelet kancellativ, ha minden a, b, c € A esetén
axc=bxc=—a=b é cxa=cxb=—a=b.

Pl. valés szdmokndl az 6sszeadas kancellativ, de a szorzds nem.



Absztrakt algebra

Definialjunk egy miiveletet az A = {a, b, ¢, d} halmazon. Osszesen 16 helyen kell
megadnunk a miivelet eredményét, és mindig tetszblegesen vélaszthatunk az a, b, ¢, d
elemek koziil. Tehat 410 = 4204967 296 lehetéség van. Ime egy ezek koziil:

axa=a, axb=b, axc=c, axd =4d,
bxa=b, bxb=a, bxc=c, bxd=d,
cxa=c¢, cxb=c, cxc=c, cxd=c,
dxa=d, dxb=d, dxc=c, d+xd=c.

Ezt attekinthetébb formdban mutatja az aldbbi miivelettdblazat:

*|a b c d
ala b ¢ d
b|b a ¢ d

c ¢ ¢




3. feladat

Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabél az A= {a, b,c,d}
halmazon az aldbbi tdblazattal definidlt * miiveletet.

*|a b c d
ala b ¢ d
b|b a ¢ d

c ¢ ¢ c
d|{d d c ¢

» kommutativitds: teljesiil (a tdbldzat szimmetrikus a féatléra)

> asszociativitds: teljesiil (nem latszik kénnyen a tabldzatbdl; késébb visszatériink ra)
> zéruselem: ¢ (sordban és oszlopdban végig c van)

> egységelem: a (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

> inverzek: a inverze a, b inverze b,

> kancellativitds (emlékeztets: A *Q =B*xQ = A =H):

nem teljesiil, pl. axc=b=xc.

c-nek és d-nek nincs inverze



3. feladat

Q Q| Q
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3. feladat
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3. feladat
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modulo 4 maradékosztalyok szorzdsa:



Maradékosztalyok

Definicié. A modulo m maradékosztélyok halmaza: Z,, = {0,1,...,m —1}.
A Z halmazon értelmezhetjiik az 6sszeadds és a szorzds miiveletét:

a+b=a+b é a-b=a-b.

Példa. Z, 6sszeadd- és szorzétdblaja:

+/0 1 2 3 01 2 3
00 1 2 3 0|0 0 0 O
I1/1 2 30 1|01 2 3
212 3 01 2|10 2 0 2
313 01 2 310 3 21

Példa. Szémolads Zi5-ben:

=49 = 4 (Euler—Fermat-tétel)



4. feladat

Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabél az A= {a, b,c,d}
halmazon az aldbbi tdblazattal definidlt o miiveletet.

ola b c

alc a b

Q T | Q

» kommutativitds: nem teljesiil, pl. cod =aésdoc=c¢

> asszociativitds: nem teljesiil, pl. (coc)od =bod=désco(cod)=coa=b
> zéruselem: nincs

> egységelem: b (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

> inverzek: ainverzei c és d, b inverze b, c inverzei a és ¢, d inverze a

> kancellativitas (emlékezteté: Ao Q =Moo QO = A =M):
nem teljesiil, pl. aoc =aod.



5. feladat

irjuk fel a Zs halmazon a szorzas miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miiveleti
tulajdonsdgok szempontjabdl.
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> kommutativitds: teljesiil
> asszociativitds: teljesiil

> zéruselem: 0

> egységelem: 1

> inverzek: 1 inverze 1, 2 inverze 3, 3 inverze 2, 4 inverze 4, 0-nak nincs inverze

» kancellativitds: nem teljesiil, pl. 0-1=0-2.



6. feladat

irjuk fel a P ({u, v}) halmazon az egyesités miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult
miiveleti tulajdonsdgok szempontjdbdl.

U @ {uy v} Auv}
@ @ {uy vk Auvi
fuy | {uy Ao} Ao {uv}
v | vy A{uvk {vi {uv}
{u,v} | {u,v} {u,v} {u v} {uv}

» kommutativitds: teljesiil

> asszociativitds: teljesiil

> zéruselem: {u, v}

> egységelem: @

> inverzek: @ inverze @, senki masnak nincs inverze

> kancellativitds: nem teljesiil, pl. {u} U{v} = {u}U{u, v}



Gyakorolj!

7. feladat. Irjuk fel a {1, —1,i, —i} halmazon a szorzas miivelettablazatat, és vizsgaljuk
meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabdl.

8. feladat. irjuk fel az {igaz, hamis} halmazon az implikdcié miivelettablazatat, és
vizsgdljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabdl.

9. feladat. [rjuk fel az {1,2,3} halmazon az x My = min{x, y} miivelet
miivelettablazatat, és vizsgdljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabdl.

10. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl az
A = {u,v,w} halmazon az aldbbi tabldzattal definidlt © miveletet.




11. feladat

Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl az egész szamok halmazén
értelmezett a® b = a+ b+ 23 miiveletet.

>

>

kommutativitas: teljesil

asszociativitds: teljesiil
(aeb)ec=(a+b+23)ec=(a+b+23)+c+23=a+b+c+46
ae(bec)=a+ (bec)+23=a+(b+c+23)+23=a+b+c+46

zéruselem: nincs

Ha z zéruselem, akkor minden a egész szimra a®z = z, azaz a+z+23 = z.
De ez nem igaz minden a-ra (csak a = —23-ra).

egységelem: —23

Akkor és csak akkor lesz e egységelem, ha minden a egész szdmra a® e = a, azaz
a+ e+ 23 =a. Ha e = —23, akkor ez valéban igaz minden a-ra.

inverzek: a inverze —46 — a minden a-ra

Akkor és csak akkor lesz b inverze a-nak, ha minden ae b = e = —23, azaz
a+b+23=-23. Ez b= —46 — a esetén igaz.

kancellativitas: teljesiil

aec=bec — a+c+23=b+c+23 = a=b>b



12. feladat

Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl az egész szamok halmazén
értelmezett a ® b = b+ 2 miiveletet.

» kommutativitds: nem teljesiil, pl. 5®8 =106és8®5=7

> asszociativitds: nem teljesiil, pl. (1®2)®3=56é1®2®3)=1Q5=7
(a®@b)®c=c+2
aR(b®c)=bRc+2=(c+2)+2=c+4

> zéruselem: nincs

Ha z zéruselem, akkor minden a egész szdmra a® z =z, azaz z+2 = z.

> egységelem: nincs

Ha e egységelem, akkor minden a egész szdmra a® e = a, azaz e +2 = a.
Barmit is vélasztunk e-nek, ez csak egyetlen a-ra fog teljesiilni.

> inverzek: ha nincs egységelem, akkor nincs értelme inverzekrdl beszélni

> kancellativitds: nem teljesiil, pl. 206 =3®6



13. feladat

Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl a valés szdmok halmazan
értelmezett ax b =12 —3a —3b+ a- b milveletet.

» kommutativitds: teljesiil
> asszociativitds: teljesiil
(axb)*c =(12—3a—3b+ab)xc=
=12-3(12—-3a—3b+ab)—3c+(12—3a—3b+ab) - c =
= —2449a+9b+9c —3ab — 3bc — 3ac + abc

ax(bxc) =a%(12—3b—3c+bc) =
=12—-3a—-3(12—-3b—3c+bc)+a-(12—-3b—3c+ bc) =
= —24+4+9a+4+9b+9c —3ab—3bc —3ac + abc
» zéruselem: 3
Akkor és csak akkor lesz z zéruselem, ha minden a valds szédmra a*xz = z:

VaeR: 12—3a—3z4az =z
Va € R: a(z—3) =4z—-12
Va e R: a(3—-3)=4-3-12



13. feladat

> egységelem: 4

Akkor és csak akkor lesz e egységelem, ha minden a valds szdmra axe = a:

VaeR: 12—3a—3e+ae =a

VaeR: ale—4) =3e—12
Va e R: a(4—4)=3-4-12
. o . . . . -8
> inverzek: 3 kivételével mindenkinek van inverze, a inverze 3 haa#3

Akkor és csak akkor lesz b inverze a-nak, ha axb = e = 4:

12—3a—3b+ab =4
b(a—3) =3a—8

33738 ha a#3

b =

> kancellativitds: nem teljesiil, pl. 0x3 =1%3



Gyakorolj!

14. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl az egész
szamok halmazan értelmezett a b = a miiveletet.

15. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjabdl az egész
szamok halmazan a kivonds miiveletét.

16. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsdgok szempontjidbél a valds
szamok halmazdn értelmezett a A b = ab —2(a+ b) + 6 miiveletet.



