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Tematika

Részbenrendezések, ekvivalencidk és osztdlyozasok.

Oszthatdsag, maradékos osztds, legnagyobb kozos osztd és legkisebb kdzos
tobbszords, euklideszi algoritmus, linedris diofantoszi egyenletek.

A felbonthatatlansdg (irreducibilitds) és a primtulajdonsdg ekvivalencidja, a
szamelmélet alaptétele.

A modulo m kongruenciarelacié, maradékosztalyok, linedris kongruencidk és
kongruencia-rendszerek, kinai maradéktétel.

Teljes és redukdlt maradékrendszerek, Wilson tétele, Euler—Fermat-tétel.
Szamelméleti fliggvények, nevezetes példdk, gyengén multiplikativ fiiggvények.
Tokéletes szamok és Mersenne-primek. Szamelméleti fiiggvények konvolicidja,
Osszegzési és megforditasi fliggvény, Mobius-féle inverzids formula.

Rend, primitiv gyok, index, hatvanymaradékok. Négyzetes maradékok,
Legendre-szimbdélum, kvadratikus reciprocitas.

Négyzetszamok Gsszegére valé felbontds (Fermat és Lagrange tétele), pitagoraszi
szamharmasok, nagy Fermat-tétel, Waring-problémakor

Elemi tételek a primszamok eloszlasardl, a primek reciprokaibdl alkotott sor
divergencidja, primszamtétel, nevezetes megoldatlan problémak.



(Ma)tematika

Erteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,

érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, tudni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, értenil



Pontgytijtés

v

Kotelezd hazi feladatok (8 - 2 pont)
> eléaddson feladva, gyakorlaton szdmonkérve (széban vagy irasban)

v

Elektronikus tesztek (4 -1 pont)
> http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests
> kiprébalni vendeg-ként, és regisztralni még ezen a héten!
» email ha gond van (twaldha@math.u-szeged.hu)
> négy teszt, harom-hirom feladat, 1 pont jar, ha mind a harom jé

v

Szorgalmi hazi feladatok (10 pont)

> minden gyakorlaton ketté megoldast lehet beadni
» el is kell tudni mondani a megoldést (kiildnben —1 pont)

v

Zarthelyi dolgozatok (2 - 20 pont)
» két egydrés zh a gyakorlaton (oktéber 6/9 és november 17,/20)
> rutinfeladatok és nehezebb feladatok is

v

Vizsga irasbeli része (30 pont)
> utolsé eléaddson irjuk
» megértést ellendrzd kérdések (igaz-e?, adjunk (ellen)példat!)



Minimumfeltételek

v

Mindkét zh-ban legalabb 6 pontot kell szerezni a 20-bdl.

v

Mind a négy elektronikus tesztben legaldbb két feladatot jél meg kell oldani a
hdrombdl.

Az elektronikus tesztekkel és a hazi feladatokkal megszerezheté 20 pontbdl
legaldbb 10-et el kell érni.

v

> A vizsga irasbeli részén legalabb 12 pontot el kell érni.

v

Osszesen a 100 pontbé| legaldbb 40-et el kell érni.

Ha ezek nem teljesiilnek, akkor a kurzus teljesitése az 6sszpontszamtdl fiiggetleniil
sikertelen, nem lehet vizsgat tenni.



Vizsga

Ha teljesiilnek a minumumfeltételek, akkor az aldbbi ponthatédrok alapjan
megallapitott ,ideiglenes osztdlyzattal” lehet nekivagni a vizsganak.

40 — 54: 2
55 — 69: 3
70 — 79: 4
80 — 100: 5

Szébeli vizsga
> kétféle tételsor: kénnyebb tételek, nehezebb tételek
> a fenti ideiglenes osztdlyzatot egy jeggyel lehet javitani
> konnyebb tétellel legfeljebb harmast lehet kapni

> bizonyitani kell!



Javitas, pétlas

> Kotelezé hdzi feladat: nem lehet pétolni, javitani.
> Elektronikus teszt: nem lehet pdtolni, javitani.
» Szorgalmi hazi feladat: nem lehet pétolni, javitani.

> Zarthelyi dolgozat: a kett6 koziil az egyiket lehet pétolni vagy javitani a
vizsgaiddszak elsé hetében (feliilirja az eredeti pontszdmot!).

> Vizsga irasbeli része: a vizsgaiddszak masodik hetében és az uv-héten lehet
djra megirni (feliilirja az eredeti pontszdmot!).

> Szébeli vizsga: legfeljebb kétszer lehet utdvizsgazni (de nem biztos, hogy
mindenkinek jut hely!).



Kiemelt gyakorlat

\4

a normal el6adds tematikajat koveti (a kiemelt el8adastdl fiiggetlen)

v

kevesebb id6 ,favdgasra”

tébb id6 érdekesebb feladatokra

v

> ha nem tetszik, le lehet adni (van parhuzamos gyakorlat)

v

csak konfirméldssal (részleteket ldsd a honlapon; hatarido: szerda)
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Az oszthatdsdg definicidja

1.1. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (b tobbszérose
a-nak), ha létezik olyan c egész szdm, amelyre b = ac.

Jelolés.
Az oszthatdsagi reldciét | jeldli: a| b <= Jc € Z: b= ac.

Példa.
Mutassuk meg, hogy

> 24520 —1;
» 19 | 3111 + 2444;
> 7 | 3201 + 2102;

> 7 | 32n+1 +2n+2_



Az oszthatdsdg definicidja

Hazi feladat.
Mutassa meg, hogy

> 29| 3333 4 2111

> 40 ]29% —1;

> 13| 4271 4 3742 (szorzattd alakitdssal és teljes indukcidval is!);

» 27| 2571 4 57+2 (sz0rzattd alakitdssal és teljes indukcidval is!);
Hazi feladat.

Bontsa primtényez6k szorzatdra a 6300 és 7500 szamokat, majd ennek segitségével
hatarozza meg a legnagyobb k6z6s osztdjukat és a legkisebb kézds tobbszordsiiket.



Az oszthatdsdg tulajdonsagai

1.2. Tétel.

Tetszlleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) a|a (reflexivitds);
(2) (a|bésb|c) = al|c (tranzitivitds),
(3) (a|bésb|a) < b=y
(4) 1] a;
(5) al0;
(6) a|l < a=+1;
(7) 0] a < a=0;
(8) (a|bésalc) = a|b=xc;
(9) a| b = a] bc;
(10) a| b < ac| bc, ha c #0;
(11) a| b = |

zi feladat.

AI
\/QJ\

4)—(10) bizonyitasa.



Tartalom

1. Oszthatésag, legnagyobb kozds osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében

Részbenrendezések

2. Szamelméleti kongruencidk

3. Szdmelméleti fliggvények

4. Hatvanyozas modulo m

5. Szdmok felbontdsa hatvanyok Gsszegére

6. A primszamok eloszldsa



Részbenrendezési relacid

1.3. Definicié.
Adott A halmazon értelmezett relacidon A-beli elemekbdl alkotott elempdrok
halmazat értjiik, azaz egy tetszéleges p C A X A halmazt.

Jelolés.
Az egyszeriiség kedvéért (a, b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.

1.4. Definicid.
Részbenrendezési relaciénak nevezziik a p C A x A reldcidt, ha rendelkezik az
alabbi harom tulajdonsaggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Ya,b € A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitas).

Ha még a kovetkezd tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy
linedris rendezésnek) nevezziik:

(4) Va, b e A: apb vagy bpa (dichotémia).



Részbenrendezett halmaz

Jelolés.

A részbenrendezéseket szokds a < szimbdlummal jeldlni, még akkor is, ha az
alaphalmaz elemei esetleg nem is szimok. Ha a < b de a £ b, akkor azt irjuk, hogy
a<b.

1.5. Definicié.
Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz,
és < részbenrendezés A-n.

Példa.

Ime hdrom négyelemi részbenrendezett halmaz:

» ({1,2,3,4}; <),
» ({1,2,3,4};]),
> (P({a b}); Q).



Hasse-diagram

1.6. Definicid.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A. Azt mondjuk, hogy
b fedi a-t, ha a < b, de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt
a < b jeloli, és a < reldciét az adott részbenrendezéshez tartozé fedési relacidnak
hivjuk.

1.7. Tétel.

Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatdrozza a fedési reldcidja.

1.8. Definicié.

Egy véges (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjan egy abrat értiink,
amelynél A elemeit (sikbeli) pontokkal dbrazoljuk oly mddon, hogy a < b esetén a
b-nek megfelel6 pont ,féljebb” van, mint az a-nak megfelel6é pont, és e két pontot
akkor és csak akkor kétjiik dssze, ha b fedi a-t.

Példa.
Rajzoljuk fel a (Di2;|) és (Di2; <) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat.

Hazi feladat.

Rajzolja fel a (P ({a, b,c}); C), (D3o;|) és (D3s; |) részbenrendezett halmazok
Hasse-diagramjat.



Minimalis, maximdlis, legkisebb, legnagyobb elem

1.9. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz.

Az a € A elemet minimalis elemnek nevezziik, ha nincs ndla kisebb elem, és
legkisebb elemnek nevezziik, ha 6 mindenki masnal kisebb.

Hasonléan a € A maximalis, ha nincs nédla nagyobb elem, és a € A legnagyobb,
ha 6 mindenki masnal nagyobb. Formalisan:

» aminimilis <= AbcA:b<a
> alegkisebb <= Vbe A:a< b
» amaximidlis <= AbcA:b>a
> alegnagyobb <— Vbec A:a>b.

1.10. Megjegyzés.

Az 1.2. Tételbeli (1)-(5) tulajdonsdgok szerint (INo; |) részbenrendezett halmaz,
amelynek a legkisebb eleme 1, a legnagyobb eleme pedig 0 (!).



Minimalis, maximdlis, legkisebb, legnagyobb elem

Példa.
Rajzoljunk olyan részbenrendezett halmazt, amiben 4 minimalis és 2 maximalis elem
van.

Hazi feladat.
Rajzoljon olyan részbenrendezett halmazt, amiben van legnagyobb elem, de nincs
legkisebb elem.

Hazi feladat.
Rajzoljon olyan négyelemii részbenrendezett halmazt, amiben 2 minimaélis és 3
maximalis elem van.

1.11. Tétel.

Részbenrendezett halmazban legféljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van
legkisebb elem, akkor az minimalis elem is, sét & az egyetlen minimalis elem.
Hasonlé érvényes a legnagyobb elemre is.
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Az Inko definicidja

1.12. Definicié.

A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kdzos osztéjanak nevezziik,
ha kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

(1) d|aésd]|b;
(2) VkeZ: (k|aésk|b) = k|d.

A t egész szam legkisebb kdzos tobbszorose a-nak és b-nek, ha kielégiti a
kovetkez6 két feltételt:

(1) altésh|t
(2) VkeZ:(alkésb| k) = t]|k.

Jeldlés.

Az a és b szdmok legnagyobb kdzds osztéjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kdzds
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy [a, b] jeldli.



Az Inko definicidja

1.13. Megjegyzés.

A legnagyobb kdzds oszté nem egyértelmii: az 1.2. Tétel (3) &llitdsa szerint ha d
legnagyobb kozds osztéja a-nak és b-nek, akkor —d is az (de e két szamon kiviil
nincs mas legnagyobb kdz6s osztd). Altalsban a két érték koziil a nemnegativat

szoktuk tekinteni.

Hazi feladat.
Bizonyitsa be, hogy ha d = Inko (a, b), akkor minden k € Z esetén

k|d < k|aésk]|b.

Példa.
Rajzoljuk fel a (D12 N Dig; |) és (D12 N Dig; <) részbenrendezett halmazok
Hasse-diagramjat.

Hazi feladat.

Rajzolja fel a (Dag N D120;|) és (Dag N Di20; <) részbenrendezett halmazok
Hasse-diagramjat.



Az Inko definicidja

1.14. Megjegyzés.

Jeldlje D, az a természetes szdm pozitiv osztdinak halmazat:
D,={ceN:c]|a}.

Az 1.12. Definicié szerint Inko (a, b) nem mds, mint a (D, N Dy; |)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. Az oszthatdsagi reldcié nem dichotém,
igy nem vildgos, hogy létezik-e egydltaldn legnagyobb eleme ennek a
részbenrendezett halmaznak. Természetesebbnek tiinhetne a legnagyobb kozos
oszt6t a (D, N Dp; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb elemeként definidlni
(err8l legalabb vildgos, hogy létezik).

Tegyiik fel, hogy d = Inko (a, b) az 1.12. Definicié értelmében. Ha k € D, N Dy,
akkor k | d és igy az 1.2. Tétel utolsé &llitdsa szerint k < d. Tehat d legnagyobb
eleme a (D, N Dp; <) részbenrendezett halmaznak is.

Latjuk tehat, hogy a legnagyobb kdzos oszté kétféle lehetséges definicidja
egybeesik, amennyiben |étezik barmely két szamnak legnagyobb k&zds osztdja az
1.12. Definicié szerint. Az euklideszi algoritmus segitségével be fogjuk bizonyitani,
hogy a legnagyobb k&zds oszté valdban mindig Iétezik.
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Maradékos osztas

1.15. Tétel (a maradékos osztas tétele).

Ha a, b€ Z, és b # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott q és r
egész szamok, amelyekre a = bq+r és0 < r < |b|.

Hazi feladat.
Az egyértelmiiség bizonyitasa.

1.16. Definicid.

Adott a és b egész szamok esetén az el6zo tételbeli g és r kiszamitasdt maradékos
osztasnak nevezziik. Az a szdm az osztandd, b az osztd, g a hanyados, és r a
maradék.

1.17. Lemma.
Tetszbleges a, b, k € Z. esetén a és b kézds osztoi ugyanazok, mint a — kb és b
kbzds osztoi.

Hazi feladat.
A fenti lemma bizonyitdsa.



Euklideszi algoritmus

1.18. Tétel (euklideszi algoritmus).

Barmely két természetes szamnak van legnagyobb kézés osztdja, és az az euklideszi
algoritmussal megkaphaté. Az a = ry, b = r1 természetes szamokon végrehajtott
euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

n=aqnt+rn (0<n<n);
n=q@n+tnrn (0<r3<n);
rn=agnt+n (0<rmn<n);

rici = qiri+ i1 (05 i <rn);

Az eljaras véges szamui lépés utdn véget ér: létezik olyan n € IN, hogy rp4+1 = 0.
A legnagyobb kézds osztd az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko (a, b) = ry.

A legnagyobb k6zds oszto kifejezhet6 a két szam |, Jinedris kombindcicjaként”:
léteznek olyan x, y egész szamok, melyekre ax + by = Inko (a, b).



Euklideszi algoritmus

Példa.
Inko (66,51) =? =?-66+7 - 51

Hazi feladat.
> Inko (438,126) =? =? - 43842 - 126

> Inko (754,221) =? =? - 75442 - 221

while b # 0 do while a # b do
by:=b if a > b then
b := maradék(a, b) a:=a—»b
a:= by else
end while b:=b—a
return a end if
end while

return a



Relativ primség

1.19. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok relativ primek, ha Inko (a, b) = 1.

Graham, Knuth, Patashnik: Concrete mathematics

4.5 RELATIVE PRIMALITY

When ged(m,n) = 1, the integers m and n have no prime factors in
common and we say that they’re relatively prime.

This concept is so important in practice, we ought to have a special
notation for it; but alas, number theorists haven’t agreed on a very good one
yet. Therefore we cry: HEAR US, O MATHEMATICIANS OF THE WORLD! LET
US NOT WAIT ANY LONGER! WE CAN MAKE MANY FORMULAS CLEARER BY

Like perpendicular ADOPTING A NEW NOTATION NOW! LET US AGREE TO WRITE ‘m L n’, AND

»

lines don’t have TO SAY “m IS PRIME TO M’ IF M AND N ARE RELATIVELY PRIME. In other
a common direc-

tion, perpendicular
numbers don’t have
common factors. mln = m,n are integers and ged(m,n) = 1. (4.26)

words, let us declare that




Relativ primség

1.20. Tétel.
Tetszbleges a, b nemnulla egész szamok esetén Inko?a B) és Inko‘(’a B) relativ prim.
1.21. Tétel.

Tetszbleges a, b, ¢ € Z esetén ha a és b relativ prim, akkor a | bc < a| c.

1.22. Tétel (Euklidesz lemmdja).

Tetszbleges a, b, ¢ egész szdmok esetén ha Inko (a, b) # 0, akkor

albc <= S | c
Inko (a, b) '
Példa. Hazi feladat.

» 21| 9%k <=7k
> 48 |84k <= 7| k
> 84|48k <—= 7|k

> 125 | 150k < ? | k
» 150 | 125k <=7 | k
> 143 | 78k <7 |k



Diofantoszi egyenlet

1.23. Tétel.

Tetszbleges adott a, b, c nemnulla egész szamok esetén az ax + by = ¢
kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg,
ha Inko (a, b) | c. Ha (xo,y0) egy megoldds, akkor barmely t € Z esetén az aldbbi

(x,y) par is megoldds, tovdbba minden megoldds eléall ilyen alakban a t szam
alkalmas megvdélasztdsaval:

b a
X =20t o (2, b) Y =0 Jnko (a, b)

Hazi feladat.
Befejezni a bizonyitast (y kiszadmitdsa).

Példa.

> 6x + 9y = 51 (Osszes mo., nemnegativ megoldasok)
» 6x — 10y = 14 (3sszes mo., 0 és 20 kdzotti megolddsok)
Hazi feladat.

> 20x + 45y = 245 (Gsszes mo., nemnegativ megoldasok)
> 117x — 63y = 36 (Gsszes mo., 0 és 50 kozdtti megoldasok)
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Felbonthatatlan szamok és primszamok

1.24. Definicid.

A p > 2 természetes szamot felbonthatatlan szamnak nevezziik, ha csak gy
bonthaté két természetes szdm szorzatdra, hogy az egyik tényez6 maga p.
(Ekkor a masik tényez6 sziikségképpen 1; ilyenkor trividlis faktorizaci6rdl
beszéliink.) Formalisan:

Vabe N:p=ab = (p=avagy p=>b).

1.25. Definicié.

A p > 2 természetes szdmot primszamnak nevezziik, ha valahanyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének. Formilisan:

Va,beN:p|lab = (plavagyp|b).

1.26. Tétel.

A primszamok és a felbonthatatlan szamok ugyanazok.



A szamelmélet alaptétele

1.27. Lemma.

Legyen p primszam, n € N és ay,

...,an €IN. Hap|ai-... ap, akkorp | a;
valamely i € {1,..., n}-re.

1.28. Tétel (a szamelmélet alaptétele).

Bdrmely természetes szam felbonthaté primszamok szorzatdra, és ez a felbontds a
tényez6k sorrendjétdl eltekintve egyértelmdi.



A szamelmélet alaptétele

1.29. Kovetkezmény.

Legyen az a és b természetes szamok primfelbontdsa a = p?l oL - phn és
b= pl1 Ct pﬁ" (azokat a primeket, amelyek csak az egyik szamban fordulnak

el6, a masikban nulla kitevbvel tiintetjiik fel). Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:
(1) a|b <= a; <B; (i=1,...,n);

(2) Inko (a, b) = pn(@hPL) . pminanfa),

(3) Ikkt (a, b) = p;“aX(vcl,ﬁl) ... prax(@npn)

Hazi feladat.

(3) bizonyitasa.

1.30. Kovetkezmény.
Barmely két a, b természetes szamnak létezik legkisebb k6z6s tobbszordse, és

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) = ab.
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A kongruenciareldcié definiciéja

2.1. Definicid.

Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m szdmot a kongruencia modulusanak

nevezziik.

Jelolés.

A kongruencidt = jeloli, a modulust utdna zardjelben tiintetjiik fel a mod réviditést
haszndlva (de ezt idénként elhagyjuk). Tehdt a= b (modm) <= m|a—b.
2.2. Tétel.

Tetszbleges m > 2,a, b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha
a és b ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.



A kongruenciareldcié tulajdonsagai

2.3. Tétel.

Tetszbleges m, my, mp > 2,a, b, c, a1, by, a2, bo € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
(1) a=a (modm) (reflexivitds);

(2) a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria),

(3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitds);

=b d
(4) z;Eb; gzzd:§} — aifa=bth, ai-ax=b b (modm);

(5) hac #0, akkor ca= cb (modm) <= a= b (mod W)
(6) halnko(m,c) =1, akkor ca=cb (modm) <= a=b (modm);

(mod my)
(mod my)

(8) haa= b (modm), akkor Inko (a, m) = Inko (b, m).

b
b

—
~
~
IH HI

} < a=b (mod[m1, m));

Hazi feladat.
(1)—(3) bizonyitésa.



Oszthatdsagi feladatok megolddsa kongruencidval

Példa.

Kongruencidk segitségével igazoljuk az aldbbi oszthatdésagokat:

> 24520 —1;

> 19 | 3111 4 444,
> 7| 3201 4 0102,
> 7| 3201 4 on+2,

Hazi feladat.
Kongruencidk segitségével igazolja az alabbi oszthatésdgokat:

> 29 | 3333 4 o111
> 40| 2998 —1;
» 13 | 42n+1 +3n+2;

> 27 | 25n+1 + 5n+2'



Maradékosztdlyok

2.4. Definicid.

Egy a egész szdm modulo m maradékosztalydn aza={b€ Z: a=b (modm)}
halmazt értjiik.

Jelolés.
A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeldli. Tehat

Zm={3:acz}={01,.. m=1}

2.5. Definicid.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az elsé harom alapmiiveletet
a kovetkezoképpen: tetszlleges a, b € Z esetén legyen

a+b=a+b a—b=a—b a-b=a-b

2.6. Tétel.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok bsszege (kiilonbsége,

szorzata) nem fligg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik szamot
valasztjuk reprezentdnsnak.



Szamolds maradékosztalyokkal

Példa. Hazi feladat.
Szamoljunk Z7-ben! Szamoljon Z15-ben!
> § - 6 :? > 6 — g :?
> 3.6=" » 6-8 =2
» §5 :? | 4 £3 =?
Példa.
Z.4 0sszeado- és szorzdtablaja:
+]/0 1 2 3 01 2 3
0|0 1 2 3 0/0 0 0 O
1]1 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 2|10 2 0 2
313 0 1 2 3/0 3 2 1

Hazi feladat.
Irja fel Zs 6sszeadd- és szorzétablajat.



Redukalt maradékosztalyok

2.7. Megjegyzés.

A 2.3. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztaly és az
m modulus legnagyobb k6z6s osztdjardl beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentans
vélasztdsatdl). Késébb fontos szerepet jatszanak majd azok a maradékosztélyok,

amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jeldlést
vezetiink be.

2.8. Definicio.

Az3 € Z, maradékosztilyt redukalt maradékosztalynak hivjuk, halnko(a, m)=1.

Jelolés.
A mod m redukalt maradékosztdlyok halmazat Z7, jeldli. Tehat

Z,,={3a€Zm:Inko(a,m)=1}.

Példa.

* * * .

Hazi feladat.
Zi, =0 Zi3 =" Zyg =?



Az Euler-féle p-fliggvény

2.9. Definicid.

Jeloljiik @ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a
szamat, amelyek m-hez relativ primek:

¢(m)={a:1<a<més Inko(a,m)=1}|.
Az igy kapott fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggveénynek nevezziik. Tomérebben:

¢:IN =N, m—|Z},].

Példa.
p(5) =4, ¢(6)=2 ¢(10)=4, ¢(81)=2, ¢ (216) =2

Hazi feladat.
¢ (625) =2, ¢ (1000) =?



Teljes maradékrendszerek

2.10. Definicié.

Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan
rendszerét, amely minden mod m maradékosztdlybdl pontosan egy elemet tartalmaz.
2.11. Tétel.

Ha az a1, as, ..., am egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m,
és b,c € Z,Inko (c, m) =1, akkor cay + b,cax + b, ..., cam + b is teljes
maradékrendszer modulo m.

Példa.
Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31, ..., 751,761 modulo 777

Hazi feladat.
Teljes maradékrendszer-e 7,22,37,52,...,11632, 11647 modulo 7777



Redukalt maradékrendszerek

2.12. Definicié.
Modulo m redukalt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan

rendszerét, amely minden mod m redukalt maradékosztalybdl pontosan egy elemet
tartalmaz.

2.13. Tétel.

Ha az a1, a», . .., ap(m) egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo
m, és ¢ € Z,Inko (¢, m) = 1, akkor cay, caz, .. ., Cag(m) is redukalt
maradékrendszer modulo m.

Példa.

Redukalt maradékrendszer-e 15, 35,55, ..., 295,315 modulo 327

Hazi feladat.
Redukalt maradékrendszer-e 1,4,7,...,157,160 modulo 817
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Ekvivalenciarelaciok

2.14. Definicid.

Ekvivalenciarelacionak nevezziik a p € A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi
harom tulajdonsaggal:

(1) Ya € A: apa (reflexivitas);
(2) VYa,b € A: apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).

Példa.

Tetszbleges f: A — B leképezés esetén a
ker f := {(a,a2): f(a1) =f(a2)} CAXA
relacié ekvivalenciareldcié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

Hazi feladat.
Bizonyitsa be, hogy minden f leképezésre ker f valéban ekvivalenciarelacid.



Ekvivalenciaosztdlyok

2.15. Definicié.

Legyen p € A X A egy ekvivalenciareldcié és a tetszdleges eleme A-nak.

Ekkor a {b € A: apb} halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztalyanak
(vagy blokkjénak), az ekvivalenciaosztélyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti
faktorhalmazanak nevezziik.

Jelolés.

Az a elem p szerinti osztalyat szokds a/p-val, a’-val vagy [a]p—val jelolni, de mi
inkdbb az egyszeriibb 3 jelolést haszndljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de dltaldban
kideriil a szovegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban forgd ekvivalenciarelacid.

A faktorhalmazt A/p jeldli, tehat A/p = {3:a € A}.



Ekvivalencidk és osztalyozasok

2.16. Definicid.

Egy nemiires halmaz osztalyozdasan olyan paronként diszjunkt nemiires

részhalmazainak halmazat értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt.
Formalisan: C C P (A) osztalyozas a nemiires A halmazon, ha

(1) VBeC:B#Q;
(2) VB1 # B, eC:BiNB,=0Q;

3) U B=A
BeC
2.17. Tétel.

Legyen A egy nemiires halmaz.

Ha p C A x A ekvivalenciareldcio, akkor A/p osztdlyozds az A halmazon.

Ha pedig C C P (A) osztdlyozds, akkor az apb <= 3B € C : a, b € B formuldval
definidlt p reldcié ekvivalenciareldcié az A halmazon.

A most megadott ,ekvivalenciareldcié — osztdlyozds” és
,osztdlyozds — ekvivalenciareldcic” megfeleltetések egymads inverzei.



Ekvivalencidk és osztalyozasok

Példa.
Legyen A= {a,b,c,d} ésp={(a a),(b,b),(c,c),(d d),(ab), (b a)}.
Hatarozzuk meg az A/p osztélyozast.

Hazi feladat.
Legyen A= {a,b,c,d e} és
p=1{(aa),(bb) (cc) (dd) (ee) (ab) (ba),
(c,d).(d,c),(ce).(ec) (de), (ed)}

Hatdrozza meg az A/p osztalyozast.

Példa.

Hatdrozzuk meg az A = {1 ,,,,,, 7} halmazon azt a p ekvivalenciareldciét, amelyre

A/p={{1,6,7},{2,3},{4.5}}.

Hazi feladat.
Hatdrozza megaz A= {1,,..., 5} halmazon azt a p ekvivalenciareldciét, amelyre

Alp={{1.4},{2,3},{5}}.



Leképezés magja

Példa.
Legyen A={-2,...,3} és p: A= Z, x — |x|.
Hatarozzuk meg az A/ ker ¢ osztélyozast.

Példa.
Legyen B={0,...,7} és¢p: B> Z, x — [x/3].
Hatdrozzuk meg a B/ ker1p osztélyozast.

Hazi feladat.
Legyen C = {-2,...,3} é{: C - Z, x — sgnx.
Hatarozza meg a C/ ker { osztalyozast.

Hazi feladat.
Legyen D ={0,...,10} és &: D — Z, x — |/x].
Hatarozza meg a D/ ker § osztalyozast.
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Linearis kongruencidk

2.18. Definicié.

Linedris kongruencidnak nevezziik az ax = b (mod m) alakd ,.egyenletet”,

ahol a, b, m adott egész szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében
keressiik.

Példa.

Oldjuk meg az aldbbi linedris kongruencidkat.
» 3x =4 (mod5)
» 6x =21 (mod9)
» 40x = 28 (mod 62)

Hazi feladat.
Oldja meg az aldbbi linedris kongruencidkat.

» 12x = 44 (mod 10)
> 24x = 84 (mod45)
» 104x =74 (mod60)
» 13x =6 (mod41)



Linearis kongruencidk

2.19. Tétel.

Az ax = b (mod m) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
Inko (a, m) | b.

Ha ez teljesiil, akkor a megoldasok egyetlen modulo m maradékosztalyt

alkotnak, modulo m pedig Inko (a, m) a megolddsok szdma.

Ha xo egy megoldds, akkor az dsszes megoldas:

m
X:X0+tm<modm) (t—O,l,...,lnkO(a,m)—l).



Multiplikativ inverz

2.20. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m,
ha ab=1 (modm). o
Hasonléan a, b € Z,, egymas multiplikativ inverzei, ha a- b = 1.

Jelolés.

Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ
inverzét a—1-gyel jeloljiik. Hasonléan @ € Z,, multiplikativ inverzét a—1 jeldli.

2.21. Tétel.

Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha
Inko (a, m) = 1. llyenkor a multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatirozott.
Hasonléan, a € Z., akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ inverzzel,

ha a € Z},. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatarozott.

Példa.

Hatarozza meg Z14 elemeinek multiplikativ inverzét.

Hazi feladat.
Hatarozza meg Z 5 elemeinek multiplikativ inverzét.



Negativ kitevOs hatvanyozds

2.22. Tétel (Wilson tétele).

Ha p primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).

2.23. Definicié.

Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € IN esetén értelmezziik az ak
negativ kitevjii hatvanyt modulo m: legyen a=* = (ak)71 (mod m).
Hasonléképpen @ € Z7, esetén legyen (3) < = (5")71.

2.24. Megjegyzés.

Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozas szokdsos azonossagai érvényben maradnak
az egész kitevés mod m hatvanyok fenti értelmezése mellett.

Példa.
Szamitsuk ki Z11-ben a 2> hatvanyt.

Hazi feladat.
Szémitsa ki Z13-ban a 2> hatvanyt.

Hazi feladat. .
Szamitsa ki Zi7-ben a 3 hatvanyt.



Linearis kongruenciarendszerek

2.25. Definicié.

Adott a;, b, n; (i=1,2,..., k) egész szamok esetén az aldbbi ,egyenletrendszert”
linearis kongruenciarendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az
egész szamok korében keressiik):

aix = b1 (mod n1)
axx = by (mod )

akx = bk. (mod ny)
2.26. Megjegyzés.

A 2.19. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon

megoldhatjuk (ha van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kdvetkezé
alakra hozhatjuk:
x=c1 (modmy)

¢ (mod my)

X

x = ¢, (mod my)



Linearis kongruenciarendszerek

Példa.
Oldjuk meg az aldbbi

kongruenciarendszert.

1 (mod 4)}

X:
x =3 (mod6)

Példa.
Oldjuk meg az aldbbi

kongruenciarendszert.

1 (mod4)
3 (mod6)
1 (mod38)

X
X
X

Hazi feladat.
Oldja meg az alabbi
kongruenciarendszert.

4x =7 (mod9)
10x =4 (mod 12)

Hazi feladat.
Oldja meg az alabbi
kongruenciarendszert.

5x =11 (mod6)
2x =5 (mod9)
4x =7 (modb)



Linearis kongruenciarendszerek

2.27. Tétel.

Ha a (x) linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen
mod [m1, ma, ..., mg] maradékosztalyt alkotnak.

2.28. Tétel.

A (%) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha
Inko (m1, m2) | c1 — co.

2.29. Tétel.

A (x) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely két
kongruenciabdl allé részrendszere megoldhatd. Specidlisan, pdaronként relativ prim
modulusok esetén mindig van megoldds.

¢ (modmy)

X
x = ¢ (mod my)

x = ¢, (mod my)



Kinai maradéktétel

Példa.
Oldjuk meg az alabbi
kongruenciarendszert.

x =2 (mod3)

x =1 (mod4)

x =3 (mod5)
Példa.

Oldjuk meg az aldbbi
kongruenciarendszert.

(mod 3)
(mod 4)
(mod5)

X X X
It
0T

Hazi feladat.
Oldja meg az aldbbi
kongruenciarendszert.

a (mod3)
b (mod5)
¢ (mod7)

X
X
X



Kinai maradéktétel

2.30. Tétel (kinai maradéktétel).

Tegyiik fel, hogy az my, mo, ..., my modulusok paronként relativ primek, jelolje a
szorzatukat M, tovdbbad legyen M; = mM (i=1,2,... k).

Jelslje y; az Mjy; =1 (mod m;) segédkongruencia egy megolddsit (i =1,..., k).
Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:

k
X = Z ¢iM;y; (mod M).

i=1

¢1 (modmy)
¢2 (mod my)

x
{1l

x = ¢, (mod my)
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Nevezetes szamelméleti fiiggvények

3.1. Definicid.

Szamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szamok
halmazan van értelmezve, értékei pedig valdés (vagy komplex) szdmok.

3.2. Definicid.

Definidlunk néhany szamelméleti fiiggvényt (az egyik mdr ismert):

» T(n)= C% 1 — n pozitiv osztéinak szdma;
n

» 0(n)= Y, d — n pozitiv osztéinak Gsszege;

d|n
> ¢ (n) = |Z}|— az els6 n természetes szam koziil az n-hez relativ primek
szama;
> id (n) = n;
» 1(n)=1,

1, han=1,
g ‘5(”)_{0, han>1.



Képletek

3.3. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezés felbontdsa n = Hf'(:l p?"' . Ekkor

k k p?<;+1 1
o(n=[TA+p+p+-+p) =117
i=1 i1 Pi—
K 1 K x ai—1 K ai—1
¢(n)=n H(l_.>:H(P,-’ R ARy
i=1 pi i=1 i=1
Példa.
7 (1500) =?, o (1500) =2, ¢ (1500) =?

Hazi feladat.
(1) =2 o () =2 @(T) =2



Gyenge multiplikativitds

3.4. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha
f (1) =1 és barmely egymdashoz relativ prim a, b természetes szdmok esetén
f(ab) =f(a)-f(b).

3.5. Tétel.

Egy f szamelméleti fiiggvény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha

f (1) =1 és tetszbleges paronként kiilénbézd pi, ..., pn primszamok és ay, .
pozitiv kitevsk esetén

fpyto..opar) =F(pt) ... F(par).

3.6. Tétel.

AT,0,¢,id, 1,0 szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.
Hazi feladat.

Az id, 1, és ¢ fiiggvények gyenge multiplikativitdsanak igazoldsa.

.



Tokéletes szamok

3.7. Definicid.

Az n természetes szamot tokéletes szamnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv
valédi osztdinak Gsszegével, azaz o (n) = 2n.

3.8. Tétel (Euler tétele).

Az n pdros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha eléall n = 2P~1 (2P — 1)
alakban, ahol p és 2P — 1 is primszam.

Hazi feladat.
Az elegendbéség (Euklidesz része) igazolasa.



Mersenne-primek

3.9. Definicid.

Az el6z6 tételben szereplé 2P — 1 alakd primszamokat Mersenne-primeknek
nevezziik.

3.10. Megjegyzés.

Nem nehéz belatni, hogy ahhoz, hogy az M, = 2" — 1 Mersenne-féle szdm
primszam legyen, sziikséges, hogy n maga is prim legyen (szorgalmi).

De ez a feltétel nem elegendd, példaul M;; nem prim. Nem ismert, hogy létezik-e
végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok
paros tokéletes szam. Pdratlan tokéletes szamot egyet sem ismeriink, de nincs
bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik.

A jelenleg® ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: Ms7gg5161, ami tizes
szamrendszerben 17 425170 szamjegybdl all.

*2014.08.21. Forrds: www.mersenne.org.



Mersenne-primek

p M, =2P —1 2p=1 (2P —1)

2 3 6 Okori gorogok

3 7 28  OSkori gorogok

5 31 496  OSkori gorogok

7 127 8128  oSkori gorogok
13 8191 33550336 1456

17 131071 8589869056 1588, Cataldi
19 524 287 137438691328 1588, Cataldi
31 2147483647 2305843008139952128 1772, Euler
61 ~ 2 trillié ~ 2 szextilli6 1883, Pervushin
89 27-jegyli szam 54-jegyli szdam 1911, Powers
107 33-jegyli szdm 65-jegyli szdam 1914, Powers
127 39-jegyli szam T7-jegyli szam 1876, Lucas

57885161 17425170-jegyli szdm 34850 340-jegyli szam 2013, GIMPS



Fermat-primek

Nem nehéz belatni, hogy ahhoz, hogy 2" + 1 primszdm legyen, sziikséges, hogy n
ketté hatvanya legyen (szorgalmi).

Az F, = 22" +1 alakd szdmokat Fermat-szamoknak, az ilyen alakd primeket
Fermat-primeknek nevezziik.

Fermat azt sejtette, hogy F, mindig prim. Az els6 6t Fermat-szam valéban prim:
Fo=3, L =5, Fp, =17, F3 =257, F4 = 65536,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 -6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit
sikeriilt megvizsgalni (részben szdmitdgéppel), Gsszetettnek bizonyult.

Az dltaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valésziniileg csak az elsé 6t).
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Konvolucid

3.11. Definicié.

Az f és g szamelméleti fiiggvények konvolticidjan az alabbi képlettel definialt f x g
szamelméleti fliggvényt értjiik:

(Fxg)( Zf (d)

3.12. Tétel.

A konvoliicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovabba minden f szamelméleti
fliggvényre f x6 =0 f = f.

3.13. Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvolicidja is gyengén
multiplikativ.



Osszegzési fiiggvény

3.14. Definicié.

Az f szdmelméleti fiiggvény bsszegzési fiiggvényén az F (n) = Y g/, f (d)
szamelméleti fliggvényt értjiik. Az f fliggvényt az F fiiggvény megforditasi
fiiggvényének nevezziik.

Jelolés.

Azt a tényt, hogy F az f Osszegzési fliggvénye gyakran egyszeriien csak f — F
jeloli.

3.15. Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény dsszegzési fliggvénye is gyengén
multiplikativ.

3.16. Tétel.

A tanult nevezetes szamelméleti fliggvények kézott fenndllnak az alabbi
Osszefiiggések:

6—=1—=1 ¢—id—o.

Hazi feladat.
6 —1— 1 és id — o bizonyitasa.



A Mobius-féle u-fliggvény

3.17. Definicié.

Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthatd egyetlen
1-nél nagyobb négyzetszammal sem.

3.18. Megjegyzés.

Konnyli meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha
primfelbontdsdban minden prim csak egyszer (azaz els6 hatvanyon) fordul el8.

3.19. Definicid.

Mobius-fiiggvénynek nevezziik az aldbbi képlettel definidlt p szamelméleti
figgvényt:

( ) 0, ha n nem négyzetmentes;
n =
# (fl)k, ha n el6all k kiilonb6z6 prim szorzataként.

3.20. Tétel.
A Mébius-fiiggvény dsszegzési fiiggvénye a ¢ fliggvény, azaz y — 6.

Hazi feladat.
A u fiiggvény gyenge multiplikativitdsanak igazoldsa.



Mobius-féle inverzids formula

3.21. Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet).

Tetszbleges F szamelméleti fiiggvény esetén F-nek egyetlen megforditasi fliggvénye
van, mégpedig F x j.

Madsképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = F x p.

Részletesebben: tetszéleges f, F szamelméleti fliggvények esetén

YneN:F(n)=) f(d) < VYneN:f(n) = ZF (d)

3.22. Kovetkezmény.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditdsi fiiggvénye is gyengén
multiplikativ.

Példa.
Legyen f — F, ahol F (n) = n? minden n-re. f (12) =2
Hazi feladat.

Legyen f — F, ahol F (n) = log n minden n-re. f (36) =?, f (81) =?
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Rend

4.1. Definicid.

Azt mondjuk, hogy k jé kitevd az a egész szamhoz az m modulusra nézve, ha
ak =1 (modm).

4.2. Definicid.

A legkisebb pozitiv j6 kitevét, ami az a egész szdmhoz tartozik az m modulusra

nézve, az a szdm modulo m rendjének nevezziik (amennyiben létezik egyéltaldn
pozitiv jé kitevd).

Jelolés.
Az a egész szdm mod m rendjét o, (a) jeldli. Tehst

om(a) = min{k >0:a=1 (modm)}.
Példa.
Hatdrozzuk meg az egész szamok modulo 10 rendjeit.

Hazi feladat.
Hatdrozza meg az egész szamok modulo 9 és modulo 28 maradékok rendjeit.



Az Euler—Fermat-tétel

4.3. Tétel (Euler-Fermat-tétel).

Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a?(™ =1 (mod m).

4.4. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel).
Ha p primszdm és a nem oszthatd p-vel, akkor aP~1 =1 (mod p).

4.5. Megjegyzés.

Vildgos, hogy Inko (a, m) > 1 esetén nincs j6 kitevd, tehat ilyenkor o, (a) nem
értelmezett. Ha viszont a és m relativ primek, akkor az Euler—Fermat-tétel szerint
@ (m) j6 kitevd, tehdt ekkor on, (a) < ¢ (m).

Hazi feladat.

Mutassuk meg, hogy Inko (a, m) > 1 esetén nincs j6 kitevd a-hoz modulo m.
4.6. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyok modulo m, ha rendje éppen ¢ (m).
Példa.

Keressiink primitiv gyokdt modulo 10.

Hazi feladat.
Keressiink primitiv gyokét modulo 9 és modulo 28.



Hatvanyozds modulo m

Példa.
> 2014291 =? (mod7)

» 13170 =2 (mod 40)

» 3034939 =2 (mod 100)

Hazi feladat.
» 123123 =? (mod11)

> 10188 =2 (mod27)

> 44472018 =2 (mod 44)



A rend tulajdonsagai

4.7. Tétel.

A jo kitevbk éppen a rend tébbszérdsei. Precizebben: ha a és m relativ primek, k
pedig tetszlleges egész szam, akkor

=1 (modm) <= on(a) | k.

Kévetkezésképp om (a) | ¢ (m).

4.8. Kovetkezmény.

A kitev8k modulo o, (a) szdmitanak. Precizebben: ha a és m relativ primek, ki, ka
pedig tetszbleges egész szamok, akkor

a = a2 (modm) <= ki =ky (modon(a)).

4.9. Kovetkezmény.
Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

a"t = 23" (modm) <= ki = ko (modg(m)).



Generalas

4.10. Kovetkezmény.

Ha a és m relativ primek, akkor a hatvdnyai o, (a)-féle kiilénbéz8 maradékot adnak
modulo m, és ezeket mind megkapjuk, ha a kitevét egy mod o, (a) teljes
maradékrendszeren futtatjuk végig (példsul 1-t6l oy, (a)-ig). Formdlisan:

‘{?:kEZH:om(a) és {aT:kEZ}:{E,?,...,m}QZm.

4.11. Kovetkezmény.

A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyék modulo m, ha az dsszes mod m
redukalt maradékosztaly megkaphato g hatvanyaként.



Primitiv gyokok

4.12. Lemma.

Ha p primszdm, akkor az x? =1 (mod p) kongruencidnak legféliebb d megolddsa
lehet modulo p.

4.13. Megjegyzés.

Meglepd lehet, hogy az allitds nem igaz, ha a modulus nem prim (keressiink

ellenpéldat!).

4.14. Tétel.

Ha p primszdm és d | p — 1, akkor a d-edrend(i egészek szama modulo p éppen
¢ (d). Specidlisan ¢ (p — 1) modulo p inkongruens primitiv gydk van.

4.15. Tétel.
A kdvetkez8 modulusokhoz létezik primitiv gybk (és csak ezekhez):
2,4, pdratlan primhatvanyok, paratlan primhatvanyok kétszeresei.

Ezekben az esetekben a mod m primitiv gyékék szdma ¢ (¢ (m)).



Index

4.16. Definicié.

Tegyiik fel, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az a egész szdm indexén
(a'z m modulusra és a g primitiv gykre nézve) olyan i kitevét értiink, amelyre
g' = a (modm).

Jelolés.

A modulust az egyszerliség kedvéért nem irjuk ki (ez tébbnyire amigy is vildgos a
szovegkornyezetbdl), tehat a indexét réviden indg a jeldli.

4.17. Megjegyzés.

Vildgos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor indg a nem értelmezett (ugyanis
g' mindig relativ prim m-hez).

Ha viszont a és m relativ prim, akkor a 4.11. Kévetkezmény szerint a elédll g
hatvanyaként modulo m, tehat ekkor indg a értelmezett.

Példa.
Készitsiink indextabldzatot p = 13, g = 2-hoz.

Hazi feladat.
Készitsen indextablizatot p = 11, g = 2-hoz.



Az index tulajdonsagai

4.18. Megjegyzés.

Figyeljik meg, hogy az index nem mds, mint a logaritmus mod m analdgja. Nem
meglepo tehat, hogy hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik, amint ezt a kovetkezo
tételben latjuk. A 4.8. Kévetkezmény szerint az index (ha létezik) csak modulo
@ (m) van meghatdrozva, ezért az indexre vonatkozé aldbbi azonossdgokban nem
egyenléségeket, hanem mod ¢ (m) kongruencidkat frunk.

4.19. Tétel.

Legyen g primitiv gy6k modulo m, legyen k tetszbleges egész szam, a és b pedig
relativ primek m-hez. Ekkor érvényesek az alabbi azonossagok:

(1) indg1=0 (mod¢(m));

(2) indg (ab) = indga+indg b (mod ¢ (m));
(3) indg ak = k-indg a (mod ¢ (m));

(4) indg (ab™!) =indga—indg b (mod ¢ (m)).

Hazi feladat.
(3) és (4) bizonyitésa.



Gyokvonds modulo m

Példa.

Oldjuk meg az indextdblazat segitségével a 3x° =2 (mod 13) kongruenciat.

Hazi feladat.
Oldjuk meg az indextablazat segitségével az 5x° = (mod 11) kongruenciat.

Hazi feladat.
Oldjuk meg az indextdblazat segitségével a 10x> =1 (mod 11) kongruenciat.

4.20. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék modulo m, ha
az x" = a (mod m) kongruencidnak van megoldésa.

4.21. Tétel.
Legyen g primitiv gyék modulo m, és legyen a relativ prim m-hez.
Ekkor a pontosan akkor n-edik hatvanymaradék modulo m, ha (n, ¢ (m)) | indg a.
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A Legendre-szimbdlum

4.22. Definicid.

Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziik modulo m, ha az

x? = a (mod m) kongruencidnak van megoldasa. Ellenkez6 esetben azt mondjuk,
hogy a négyzetes nemmaradék modulo m. (Nem elirds, valéban gy mondjuk,
hogy a négyzetes nemmaradék, nem pedig Ugy, hogy a nem négyzetes maradék.)

4.23. Tétel.

Legyen p pdratlan primszam, g primitiv gyék modulo p. Ekkor a € Z pontosan
akkor négyzetes maradék modulo p, ha p | a vagy indg a paros.

4 .24 Definicid.

Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthatd a egész szam esetén
értelmezziik az (ﬁ) Legendre-szimbdélumot a kdvetkez8képpen:

a\ _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
p/ | —1, ha anégyzetes nemmaradék mod p.



A Legendre-szimbdélum tulajdonsdgai

4.25. Tétel (Euler-kritérium).

Ha p pératlan primszam és p 1 a, akkor

4.26. Tétel.

Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a, b egész szamok esetén
teljesiilnek az alabbiak:

(1) a=b (modp) = (3) = (g);
2) (@) = @)

(3) (&) =1.

Hazi feladat.
(1) és (3) bizonyitésa.



A Legendre-szimbdélum tulajdonsdgai

4.27. Tétel.

Tetszbleges p paratlan primszam esetén

-1\ p1l 1, hap
<p)_(_1) 2 _{L ha p

1 (mod4);
3 (mod4).

Példa.



Kvadratikus reciprocitds

4.28. Tétel (Gauss-lemma).

Legyen p pdratlan primszam, a pedig p-vel nem oszthaté szam. Jelélje n az
a2a,..., PTfla szamok kéziil azoknak a szamat, amelyek p-vel adott osztasi
maradéka nagyobb, mint 5. Ekkor az (%) Legendre-szimbdlum értéke (—1)".

4.29. Tétel.

Az el6z6 tétel jelbléseit haszndlva pdratlan a esetén

-

P

"y h’] (mod2) .

i=1

4.30. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel).

Tetszbleges p, q kiilbnbézé paratlan primszamok esetén

BH--e



Erganzungssatz

4.31. Tétel.

Tetszbleges p paratlan primszamra

Példa.

Hazi feladat.
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Pitagoraszi szamharmasok

5.1. Definicid.

Az (x,y,z) € IN3 szédmharmast pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha
x?+y? =22 Az (x,y, z) pitagoraszi szimharmas primitiv, ha Inko (x,y, z) = 1.
5.2. Megjegyzés.

Tetsz8leges (x, y, z) pitagoraszi szimhdrmas esetén (x/d,y/d,z/d) primitiv
pitagoraszi szimhdrmas, ahol d = Inko (x, y, z). Tehat elegendd a primitiv
pitagoraszi szamharmasokat meghatarozni, mert ezekb6l minden pitagoraszi
szdmharmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzdssal).

5.3. Lemma.

Primitiv pitagoraszi szimhdrmasban a tagok paronként is relativ primek. Forditva,

ha egy pitagoraszi szimhdrmasban valamelyik két tag relativ prim, akkor a
szamhdrmas primitiv.

Hazi feladat.
A bizonyitds befejezése.
5.4. Lemma.

Ha (x,y,z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, akkor x és y paritdsa kiilénbézé,
z pedig paratlan.



Pitagoraszi szamharmasok

5.5. Tétel.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, és tegyiik fel, hogy x pdros.
Ekkor léteznek olyan u, v természetes szamok, melyekre

u>v, uzv (mod2), Inko(u,v)=1, éSX:2UV,y:U2—V2,Z:U2+V2.

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x,y,z) szimhdrmas mindig primitiv
pitagoraszi szamharmas.

5.6. Tétel.
Az x* + y* = 22 egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 3ll6 megolddsa.
5.7. Kovetkezmény.

Az x* 4+ y* = z* egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 4ll6 megolddsa.

5.8. Tétel (nagy Fermat-tétel).

Ha n > 3, akkor az x" 4 y" = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl allé
megoldasa.
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Két négyzetszam Osszege

5.9. Lemma.
Ha a és b el6all két négyzetszam Gsszegeként, akkor ab is el6all.

5.10. Lemma.

A 4k 4 1 alakd primszamok elBallnak két négyzetszam dsszegeként.

5.11. Lemma.
Tegyiik fel, hogy n elédll két relativ prim négyzetszam Gsszegeként. Ekkor n

egyetlen primosztdja sem lehet 4k + 3 alakd.
5.12. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel).

Pontosan azok a szamok dllnak el6 két négyzetszam Gsszegeként, amelyek
primfelbontdsdban a 4k + 3 alakd primek paros kitevével szerepelnek.

Példa.
Allitsuk el6 két négyzetszam Osszegeként: 153, 1170, 390.

Hazi feladat.
Allitsuk el6 két négyzetszam Osszegeként: 377, 610, 2014.



Waring-problémakor

5.13. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel).

Minden természetes szam el6dll négy négyzetszam Ssszegeként.

5.14. Megjegyzés.

Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam &sszegeként
nem lehet minden természetes szdmot eldéllitani (keressiink ellenpéldat!).

A természetes szamok hatvanyosszegekként vald el6allitdsaival kapcsolatos
problémakat Gsszefoglalé néven Waring-problémakdrnek szokds nevezni.

Edward Waring XVIII. szdzadi angol matematikus Meditationes Algebraicae cimii
miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szam el83llithatd kilenc
kobszam Osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Gsszegeként. Ezek az

allitasok helyesnek bizonyultak, de csak a huszadik szdzadban talaltak rajuk
bizonyitast.



Waring-problémakor

5.14. Megjegyzés.

Altaliban g (k) jeldli azt a legkisebb szdmot, amelyre igaz az, hogy minden
természetes szam eléallithaté g (k) darab k-adik hatvany Gsszegeként.

Az el8z8ek alapjan tehdt g (2) = 4,g(3) < 9,g (4) < 19, és példdk mutatjik, hogy
8 kob, illetve 18 negyedik hatvdny nem mindig elég, tehat g (3) =9 és g (4) = 19.

A g (k) szdmok meghatdrozésa igen nehéz probléma, még az sem vildgos, hogy
egyéltalan léteznekS minden k-ra, bar ezt mar Waring is sejtette. Hilbert igazolta
Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is a g (k) szamokra:

Kk, [3
Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és
dltaldnosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjdban minden k-ra érvényes.

$Mit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?



Tartalom

1. Oszthatéség, legnagyobb koz0s osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében
2. Szamelméleti kongruencidk

3. Szdmelméleti fliggvények

4. Hatvanyozas modulo m

5. Szamok felbontdsa hatvanyok Osszegére

6. A primszdmok eloszlasa
Elemi allitasok a primszdmok eloszldsardl



Végtelen sok prim

6.1. Tétel.

Végtelen sok primszam van.

6.2. Tétel.

Végtelen sok 4k — 1 alakid primszam van.

6.3. Tétel.

Végtelen sok 4k + 1 alakd primszam van.

6.4. Tétel (Dirichlet tétele).

Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdGtagja és differencidja egymashoz
relativ prim, akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.



Hézagok a primek kozott

6.5. Tétel (Csebisev tétele).

Bédrmely szam és a kétszerese koz6tt van primszam. Pontosabban:
minden n természetes szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

6.6. Tétel.

A szomszédos primek kozott tetszblegesen nagy hézagok taldlhatok.
(Azaz minden N € IN esetén lehet taldlni N egymdst kdvetS dsszetett szamot.)

6.7. Definicid.

Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.
Ikerprimsejtés.
Végtelen sok ikerprim van.

Yitang Zhang 2013 &prilisdban bebizonyitotta, hogy |étezik olyan K korldt, amelyre
végtelen sok olyan primpar létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K
(K = 70000000 értékre, de ezt azdta jéval lejjebb vitték).

6.8. Tétel.

. L L . n—1
Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 2%" .
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A primharmonikus sor

6.9. Lemma.
AYS % harmonikus sor divergens, mig a } o1 % sor konvergens.

6.10. Lemma.

Minden nemnegativ valds x-re teljesiil a log (1 + x) < x egyenlétenség.

6.11. Tétel.
A primszamok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz
1

Li=w

pp

6.12. Megjegyzés.

Ez a tétel durvan fogalmazva azt §llitja, hogy ,sok” primszdm van (négyzetszambdl
viszont a 6.9. Lemma szerint ,kevés” van).

Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan tokéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél
persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beléliik).

6.13. Megjegyzés.

A harmonikus sor lassan divergdl, a primszamok reciprokaibdl alkotott sor még
lassabban. Példaul Ep<1018 % < 4 (ez kb. a sor elsé huszonnégybillidrd tagja).



A primszamtétel

6.14. Definicié.
A primszamok eloszldsdnak pontosabb vizsgalatanal hasznos a 7t (x) fiiggvény, az

Ugynevezett primszamlalé fiiggvény, amely megadja az x pozitiv valds szamnal
nem nagyobb primek szamat:
=) L

p<x

6.15. Tétel (primszamtétel).

A 7T (x) primszdmlald fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az | < fiiggvénnyel,
azaz

6.16. Kovetkezmény.

Az n-edik primszam aszimptotikusan nlog n, azaz lim,_se nlogn =1
(pn az n-edik primszamot jeléli).
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