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1. Oszthatdsag, legnagyobb k6z6s osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében

Az oszthatdsagi relacié alapvetd tulajdonsagai

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (b t6bbszdrdse a-nak), ha létezik olyan
¢ egész szam, amelyre b = ac.

Jelblés. Az oszthatdsdgi relaciot | jeloli: a | b <= Je € Z: b= ac.

1.2. Tétel. Tetszbleges a,b, c egész szaimokra érvényesek az aldbbiak:

1) ala 6) a|l <= a==1;

(2) (a|bésb|c) = alcg (7)0]a < a=0;

(3) (a|bésb|a) < b==a; ®) (albésalec) = albte
) 1] a (9) alb = albg

(5) a|0; (10) a | b < ac|be, ha c #0;

(11) a|b = la| < |b|, ha b# 0.

Részbenrendezések

1.3. Definicié. Adott A halmazon értelmezett reldcion A-beli elemekbdl alkotott elemparok halmazat értjiik, azaz egy
tetsz6leges p C A x A halmazt.

Jelblés. Az egyszeriliség kedvéért (a,b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.
1.4. Definici6. Részbenrendezési reldcidnak nevezziik a p C A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi hdrom tulajdon-
sdggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitds);

(2) Va,b e A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);

(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = ape (tranzitivitds).

Ha még a kovetkezd tulajdonség is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy linedris rendezésnek) nevezziik:
(4) Va,b € A: apb vagy bpa (dichotémia).

Jel6lés. A részbenrendezéseket szokds a < szimbdélummal jeldlni, még akkor is, ha az alaphalmaz elemei esetleg nem is
szamok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy a < b.

1.5. Definicié. Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz, és < részbenrendezés
A-n.

1.6. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a,b € A. Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b,
de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt a < b jeloli, és a < reldciét az adott részbenrendezéshez
tartozé fedési reldcidnak hivjuk.

1.7. Tétel. Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiten meghatdrozza a fedési reldcidja.

1.8. Definici6. Egy véges (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjin egy abrat értiink, amelynél A elemeit
(sikbeli) pontokkal 4brézoljuk oly médon, hogy a < b esetén a b-nek megfeleld pont ,f6ljebb” van, mint az a-nak megfeleld
pont, és e két pontot akkor és csak akkor kotjik dssze, ha b fedi a-t.

TA természetes szdmok halmazat N, a nemnegativ egész szamok halmazat Ng jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
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1.9. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz. Az a € A elemet minimadlis elemnek nevezziik, ha nincs
nala kisebb elem, és legkisebb elemnek nevezziik, ha 6 mindenki mésnél kisebb. Hasonléan a € A mazimdlis, ha nincs
néala nagyobb elem, és a € A legnagyobb, ha 6 mindenki mésnél nagyobb. Formélisan:

o a minimélis <= fe A:b<a;

e a legkisebb <= Vbe A:a <b;

o a maximélis <= A e A:b>a;

e a legnagyobb <= Vbe A:a >b.

1.10. Megjegyzés. Az 1.2. Tételbeli (1)-(5) tulajdonsdgok szerint (No; |) részbenrendezett halmaz, amelynek a legkisebb
eleme 1, a legnagyobb eleme pedig 0 (!).

1.11. Tétel. Részbenrendezett halmazban legfdliebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van legkisebb elem, akkor az minimdlis
elem is, sét & az egyetlen minimdlis elem. Hasonlé érvényes a legnagyobb elemre is.

Legnagyobb kozos oszté

1.12. Definicié. A d egész szdmot az a és b egész szamok legnagyobb kdzds osztdjanak nevezzik, ha kielégiti a
kovetkezo két feltételt:

(1) d|aésd|b;

2)VkeZ:(k|aésk|b) = k|d.

A t egész szdm legkisebb kézos tobbszordse a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

(1) a|tésb]|t;

(2) Vke€Z:(a|lkésb|k) = t]k.

Jelblés. Az a és b szdmok legnagyobb kozos osztojat Inko (a, b) vagy (a,b), legkisebb kozos tébbszorosiiket pedig 1kkt (a, b)
vagy [a, b] jeloli.

1.13. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté nem egyértelmil: az 1.2. Tétel (3) allitdsa szerint ha d legnagyobb kzos
osztéja a-nak és b-nek, akkor —d is az (de e két szdmon kiviil nincs mas legnagyobb kozos oszt6). Altaldban a két érték
koziil a nemnegativat szoktuk tekinteni.

1.14. Megjegyzés. Jelolje D, az a természetes szam pozitiv osztéinak halmazdt: D, = {c € N: ¢ | a}. Az 1.12. Definicié
szerint Inko (@, b) nem mds, mint a (D, N Dp;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. Az oszthatésdgi reldcié nem
dichotém, igy nem vildgos, hogy létezik-e egyéltalan legnagyobb eleme ennck a részbenrendezett halmaznak. Természe-
tesebbnek tiinhetne a legnagyobb kézos osztét a (D, N Dy; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb elemeként definidlni
(errdl legaldbb vildgos, hogy létezik).

Tegyiik fel, hogy d = Inko (a,b) az 1.12. Definicié értelmében. Ha k € D, N Dy, akkor k | d és igy az 1.2. Tétel utolsé
allitdsa szerint k < d. Tehat d legnagyobb eleme a (D, N Dy; <) részbenrendezett halmaznak is. Latjuk tehat, hogy
a legnagyobb kozos oszté kétféle lehetséges definiciéja egybeesik, amennyiben létezik barmely két szamnak legnagyobb
kozos osztdja az 1.12. Definicié szerint. Az euklideszi algoritmus segitségével be fogjuk bizonyitani, hogy a legnagyobb
kozos oszté valéban mindig 1étezik.

Maradékos osztas, euklideszi algoritmus, linearis diofantoszi egyenletek

1.15. Tétel (a maradékos osztds tétele). Ha a,b € Z, és b # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott q és r
egész szdmok, amelyekre a =bg+r és 0 <r < |b|.

1.16. Definicié. Adott a és b egész szamok esetén az elézd tételbeli g és r kiszdmitdsit maradékos osztdsnak nevezziik.
Az a szam az osztandd, b az 0sztd, q a hdnyados, és r a maradék.

1.17. Lemma. Tetszbleges a,b,k € Z esetén a és b kizds osztéi ugyanazok, mint a — kb és b kiézds osztdi.

1.18. Tétel (euklideszi algoritmus). Bdrmely két természetes szdmnak van legnagyobb kézis osztdja, és az az euklide-
sz algoritmussal megkaphaté. Az a = ro,b = r1 természetes szimokon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos
osztasok ismételt elvégzését jelenti:

ro=qritrs (0<ry<r);

ri=qratrs  (0<r3<r);

ro=qsrs+ry  (0<ry<rs);

ric1 =g+ i (0 < i <)
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Analitikus eredmények a primszamok eloszlasardl, a primszamtétel
6.9. Lemma. 4> % harmonikus sor divergens, mig a > oo %; sor konvergens.
6.10. Lemma. Minden nemnegativ valds x-re teljesiil a log (1 + ) < x egyenldtenség.

6.11. Tétel. A primszdmok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz

1
Yiow
> p
6.12. Megjegyzés. Ez a tétel durvén fogalmazva azt dllitja, hogy ,,sok” primszim van (négyzetszambol viszont a 6.9. Lem-
ma szerint ,kevés” van). Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan tokéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél persze még
nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beléliik).

6.13. Megjegyzés. A harmonikus sor lassan divergél, a primszamok reciprokaibél alkotott sor még lassabban. Példaul
D p<ions ]—" < 4 (ez kb. a sor els6 huszonnégybillidrd tagja).

6.14. Definici6. A primszdmok eloszldsénak pontosabb vizsgdlatdndl hasznos a m (z) fiiggvény, az dgynevezett prim-
szdmldlo fiiggvény, amely megadja az x pozitiv vals szdmndl nem nagyobb primek szadmat:

ﬂ(w):ZL

pse

6.15. Tétel (primszamtétel). A 7 (x) primszdmldls figgvény aszimptotikusan ekvivalens az = figgvénnyel, azaz

1o

lim (@) =1

T—00

log @

6.16. Kovetkezmény. Az n-edik primszdm aszimptotikusan nlogn, azaz lim, o =1 (pn az n-edik primszimot

Pn
nlogn

jeloli).
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5.5. Tétel. Legyen (x,y,z) primitiv pitagoraszi szdmhdrmas, és tegyik fel, hogy x pdros. Ekkor léteznek olyan u,v
természetes szamok, melyekre

u>w, uZv (mod2), Inko(u,v) =1, és & = 2uv, y = u® — v?, z = u® +v°. (»)
Forditva, a (A) formuldkkal definidlt (z,y,z) szdmhdrmas mindig primitiv pitagoraszi szdmhdrmas.
5.6. Tétel. Az z* 4 y* = 22 egyenletnek nincs pozitiv egészekbil dllé megolddsa.
5.7. Kovetkezmény. Az z* +y? = 2% egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl dllé megolddsa.

5.8. Tétel (nagy Fermat-tétel). Han > 3, akkor az ™ + y™ = 2" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl dllé megolddsa.

Négyzetszamok Osszegei

5.9. Lemma. Ha a és b eldall két négyzetszam dsszegeként, akkor ab is elddll.

5.10. Lemma. A 4k + 1 alakd primszamok elddllnak két négyzetszam dsszegeként.

5.11. Lemma. Tegyiik fel, hogy n elddll két relativ prim négyzetszdm dsszegeként. Ekkor n egyetlen primosztdja sem lehet
4k + 3 alaki.

5.12. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel). Pontosan azok a szamok dllnak elé két négyzetszam dsszegeként,
amelyek primfelbontdsdban a 4k + 3 alakid primek pdros kitevével szerepelnek.

5.13. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel). Minden természetes szdm elddll négy négyzetszdm dsszegeként.

5.14. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy hdrom négyzetszam osszegeként nem lehet minden
természetes szamot eldallitani (keressiink ellenpéldat!). A természetes szdmok hatvianydsszegekként valé elballitdsaival
kapcsolatos problémakat 6sszefoglalé néven Waring-problémakornek szokés nevezni. Edward Waring XVIIL. szdzadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae cimi miivében azt dllitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szdm el8éllithato
kilenc kobszam 6sszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvény osszegeként. Ezek az éllitasok helyesnek bizonyultak,
de csak a huszadik szdzadban taldltak rajuk bizonyitast. Altalaban g (k) jeloli azt a legkisebb szdmot, amelyre igaz az,
hogy minden természetes szam eléallithaté g (k) darab k-adik hatvény osszegeként. Az el6zéek alapjan tehat g (2) = 4,
9(3) <9,9(4) <19, és példak mutatjik, hogy 8 kb, illetve 18 negyedik hatvdny nem mindig elég, tehdt g (3) = 9 és
g(4) =19. A g (k) szémok meghatirozdsa igen nehéz probléma, még az sem vildgos, hogy egyéltalan léteznek? minden
k-ra, bar ezt mar Waring is sejtette. Hilbert igazolta Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is a g (k) szamokra:
ok
g(k)=2"+ [;—k] —2.

Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és dltaldnosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjaban
minden k-ra érvényes.

6. A primszamok eloszlasa

Elemi allitasok a primszamok eloszlasarol

6.1. Tétel. Végtelen sok primszdm van.
6.2. Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alaki primszdm van.
6.3. Tétel. Végtelen sok 4k + 1 alaki primszdm van.

6.4. Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szdmtani sorozat kezdbtagja és differencidja egymdshoz relativ prim,
akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.

6.5. Tétel (Csebisev tétele). Bdrmely szdm és a kétszerese kizdtt van primszdm. Pontosabban: minden n természetes
szamhoz létezik olyan p primszdam, amelyre n < p < 2n.

6.6. Tétel. A szomszédos primek kizott tetszdlegesen nagy hézagok taldlhatdk. (Azaz minden N € N esetén lehet taldlni
N egymdst kivetd dsszetett szdmot.)

6.7. Definicié. ITkerprimnek neveziink két primszdmot, ha kiilonbségiik 2.
6.8. Tétel. Az n-edik primszdim nem nagyobb, mint 22"

SMit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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Az eljards véges szamii épés utdan véget ér: létezik olyan n € N, hogy rny1 = 0. A legnagyobb kézds osztd az utolsd
nemnulla maradék, azaz Inko (a,b) = r,. A legnagyobb kizis osztd kifejezhetd a két szim linedris kombindcidjaként”:
léteznek olyan x,y egész szdmok, melyekre ax + by = Inko (a,b).

1.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b egész szdmok relativ primek, ha Inko (a,b) = 1.

1.20. Tétel. Tetszdleges a,b nemnulla egész szaimok esetén lnkolzmb) és lnko?a,b) relativ prim.

1.21. Tétel. Tetszbleges a,b,c € Z esetén ha a és b relativ prim, akkor a | be <= a | c.
1.22. Tétel (Euklidesz lemmaja). Tetszdleges a,b, ¢ egész szdmok esetén ha Inko (a,b) # 0, akkor a | be < m |e.
1.23. Tétel. Tetszbleges adott a,b,c nemnulla egész szdmok esetén az ax + by = ¢ kétismeretlenes linedris diofan-

toszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (a,b) | c. Ha (zo,yo) egy megoldds, akkor barmely t € Z esetén
az aldbbi (x,y) pdr is megoldds, tovdbbd minden megoldds elédll ilyen alakban at szdm alkalmas megudlasztdsdval:

=1 — 1
=50 1o (a,b)

a
Y=t Inko (a, b) ot

Primszam, felbonthatatlan szam, a szamelmélet alaptétele

1.24. Definicié. A p > 2 természetes szamot felbonthatatlan szdmnak nevezziik, ha csak gy bonthaté két termé-
szetes szam szorzatdra, hogy az egyik tényezd maga p. (Ekkor a mdsik tényezd sziikségképpen 1; ilyenkor trividlis
faktorizdciordl beszéliink.) Formalisan:

Va,beN:p=ab = (p=avagyp=1»).

1.25. Defin A p > 2 természetes szamot préimszdmnak nevezziik, ha valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mind-
annyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének. Formalisan:

Va,be N:p|ab = (p|avagy p|b).

1.26. Tétel. A primszamok és a felbonthatatlan szdmok ugyanazok.
1.27. Lemma. Legyen p primszdm, n € N és aq,...,a, EN. Hap|ay-...-a,, akkor p|a; valamely i € {1,...,n}-re.

1.28. Tétel (a szamelmélet alaptétele). Bdrmely természetes szam felbonthatd primszimok szorzatdra, és ez a felbontds
a tényez0k sorrendjétdl eltekintve egyértelmi.

oy

1.29. Kovetkezmény. Legyen az a és b természetes szamok primfelbontdsa a = pi - ... -py™ és b= p’f’ o pPn (azokat
a primeket, amelyek csak az egyik szdmban fordulnak eld, a mdsikban nulla kitevével tintetjik fel). Ekkor teljesiilnek az
aldbbiak:

M a|lb <= ;<P (i=1,...,n);

(2) Inko(a,b) = pllmn(m’ﬂ‘) e ~p',?in(a”’ﬂ”);
(3) Ikt (a,b) = plx(@8n) . pmax(anon),

1.30. Kovetkezmény. Bdrmely két a,b természetes szamnak létezik legkisebb kizis tobbszirdse, és
Inko (a, b) - Ikkt (a, b) = ab.

2. Szamelméleti kongruenciak

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

2.1. Definicié. Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szdmot a kongruencia modulusdnak nevezziik.

Jelblés. A kongruenciat = jelsli, a modulust utédna zdréjelben tiintetjiik fel a mod roviditést haszndlva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehdt a =b (modm) <= m|a—b.

2.2. Tétel. Tetszéleges m > 2,a,b € Z esetén a =b (modm) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva.
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2.3. Tétel. Tetszbleges m,my1,ma > 2,a,b,c,a1,b1,a2,bs € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
(1) a=a (modm);
(2) a=b (modm) = b=a (modm);
(3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm);

a1 = by (modm)
az = by (modm)

(4

Nl

} = a1 tay=by £by (modm), ay-az =by by (modm);

(5) ha c#0, akkor ca =cb (modm) < a=b (mod lnko(#{)) ;

(6) ha Inko (m,c) =1, akkor ca = c¢b (modm) <= a=0b (modm);
a=b (modmy) _ .

(7) a=b (modmz)} <= a=b (mod[mi,ms]);

(8) haa=b (modm), akkor Inko (a,m) = Inko (b, m).

2.4. Definicié. Egy a egész szdm modulo m maradékosztdlyén aza = {b € Z: a =b (modm)} halmazt értjiik.
Jel6lés. A modulo m maradékosztalyok halmazéat Z,, jeloli. Tehat
I ={a:a€Z}={0,1,....m—1}.

2.5. Definicié. A modulo m maradékosztdlyok halmazdn értelmezziik az elsé harom alapmiiveletet a kévetkezSképpen:
tetszOleges a,b € Z esetén legyena+b=a+0b, a—b=a—b, a-b=a-b.

2.6. Tétel. A fenti miveletek joldefinidltak, azaz maradékosztilyok dsszege (kiillonbsége, szorzata) mem figg attdl, hogy
az egyes maradékosztalyokbdl melyik szamot valasztjuk reprezentdnsnak.

2.7. Megjegyzés. A 2.3. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztaly és az m modulus leg-
nagyobb kozds 0szt6jarol beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentdns vélasztdsatol). Késébb fontos szerepet jatszanak majd
azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jelolést vezetiink be.

2.8. Definicié. Az a € Z,, maradékosztilyt redukdlt maradékosztdlynak hivjuk, ha Inko (a,m) = 1.
Jel6lés. A modm redukélt maradékosztédlyok halmazat Z;,, jeloli. Tehat

7}, ={a € Zy, : Inko (a,m) = 1}.

2.9. Definicié. Jeloljiik ¢ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a szdmdt, amelyek m-
hez relativ primek: ¢ (m) = [{a:1 <a <m és Inko (a,m) = 1}|. Az igy kapott fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek
nevezziik. Témorebben:

o: N> N, me|Z)|.

2.10. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szdmok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztdlybdl pontosan egy elemet tartalmaz.

2.11. Tétel. Ha az ay,as, ..., an egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és b,c € Z,Inko (¢,m) =1,
akkor cay +b,cas + b, ... can + b is teljes maradékrendszer modulo m.
2.12. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezziik egész szdmok egy olyan rendszerét, amely minden

mod m redukélt maradékosztdlybol pontosan egy elemet tartalmaz.

2.13. Tétel. Ha azai,az,...,au(m) egész szdmok redukdlt maradékrendszert alkotnak modulo m, és ¢ € Z,Inko (¢,m) = 1,
akkor cay, caz, ..., caymy is redukdlt maradékrendszer modulo m.

Ekvivalenciak és osztalyozasok

2.14. Definicié. Ekvivalenciareldcionak nevezziik a p C A x A reldcidt, ha rendelkezik az aldbbi harom tulajdonsdggal:
(1) Ya € A : apa (reflexivitds);
(2) Va,be A:apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).

Példa. Tetsz8leges f: A — B leképezés esetén a ker f := {(a1,a2) : f(a1) = f (a2)} € A x A relacié ekvivalenciareldci6
az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

BEVEZETES A SZAMELMELETBE 9

Négyzetes maradékok, Legendre-szimbélum

4.22. Definicié. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziikk modulo m, ha az 22 = a (modm) kongruencidnak
van megolddsa. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék modulo m. (Nem elirds, valéban ugy
mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék, nem pedig gy, hogy a nem négyzetes maradék.)

4.23. Tétel. Legyen p pdratlan primszdm, g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z pontosan akkor négyzetes maradék
modulo p, ha p | a vagy indg a pdros.

4.24. Definicié. Tetsz6leges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a egész szam esetén értelmezziik az (%) Legendre-
szimbdlumot a kovetkez6képpen:
(E) B { 1, ha a négyzetes maradék mod p;

P 1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

4.25. Tétel (Euler-kritérium). Ha p pdratlan primszdm és p t a, akkor
a p=1
—)=a7 (modp).
()
4.26. Tétel. Tetszdleges p pdratlan primszam és p-vel nem oszthatd a,b egész szimok esetén teljesilnek az alabbiak:
(1) a=b (modp) = (%) = (%)‘
by _ by.
@ &) =G 0:
2
() (5) =1

4.27. Tétel. Tetszdleges p pdratlan primszdm esetén
-1 7(71)112‘ [ 1, hap=1 (mod4);
p) T \—1, hap=3 (mod4).
p—1

4.28. Tétel (Gauss-lemma). Legyen p pdratlan primszdm, a pedig p-vel nem oszthatd szdm. Jelslje n az a,2a,. .., E-a

szdamok kozil azoknak a szdmdt, amelyek p-vel adott osztdsi maradéka nagyobb, mint §. Ekkor az (%) Legendre-szimbolum
értéke (—1)".

4.29. Tétel. Az eldzd tétel jelsléseit haszndlva pdratlan a esetén

po1
I

n= Z {%] (mod2).
i=1

4.30. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel). Tetszdleges p,q kilonbozé pdratlan primszdmok esetén

(§> (%) — (=,

4.31. Tétel. Tetszdleges p pdratlan primszdmra

2 7(71)5%17 1, hap=1,7 (mod8);
p) “ -1, hap=3,5 (mod8).

5. Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére

Pitagoraszi szamharmasok, a nagy Fermat-tétel

5.1. Definicié. Az (r,y,2) € N® szimhdrmast pitagoraszi szdmhdrmasnak nevezziik, ha 2% +y? = 22. Az (v,y,2)
pitagoraszi szamharmas primitiv, ha Inko (z,y,z) = 1.

5.2. Megjegyzés. Tetszbleges (z,vy, z) pitagoraszi szdmhdrmas esetén (z/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szdmhdrmas,
ahol d = Inko (z,y, z). Tehat elegendd a primitiv pitagoraszi szimhdrmasokat meghatérozni, mert ezekbél minden pitago-
raszi szamhérmas megkaphaté (egy konstanssal val szorzdssal).

5.3. Lemma. Primitiv pitagoraszi szdmhdrmasban a tagok pdronként is relativ primek. Forditva, ha egy pitagoraszi
szamhdrmasban valamelyik két tag relativ prim, akkor a szdmhdrmas primitiv.

5.4. Lemma. Ha (z,y,z) primitiv pitagoraszi szdmhdrmas, akkor x ésy paritdsa kilonbozé, = pedig pdratlan.
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4.3. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szim relativ prim az m modulushoz, akkor a?(™ =1 (modm).
4.4. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszim és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~* =1 (modp).

4.5. Megjegyzés. Viligos, hogy Inko (a,m) > 1 esetén nincs jé kitevd, tehat ilyenkor o,, (a) nem értelmezett. Ha viszont
a és m relativ primek, akkor az Euler-Fermat-tétel szerint ¢ (m) jé kitevé, tehdt ekkor oy, (a) < ¢ (m).

4.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyék modulo m, ha rendje éppen ¢ (m).

4.7. Tétel. A j6 kitevdk éppen a rend tobbszordsei. Precizebben: ha a és m relativ primek, k pedig tetszéleges egész szam,
akkor

a* =1 (modm) < o, (a) | k.
Kovetkezésképp oy, (a) | ¢ (m).

4.8. Kdvetkezmény. A kitevdk modulo oy, (a) szdmitanak. Precizebben: ha a és m relativ primek, ki, ks pedig tetszéleges
egész szamok, akkor
ak] ks

=a" (modm) <= ki = ko (modoy, (a)).

4.9. Kévetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, és ki = ks (mod ¢ (m)), akkor a®* = a** (modm).

4.10. Kovetkezmény. Ha a és m relativ primek, akkor a hatvinyai oy, (a)-féle kiilonbézé maradékot adnak modulo m,
és ezeket mind megkapjuk, ha a kitevét egy mod o, (a) teljes maradékrendszeren futtatjuk végig (példdul 1-t6l oy, (a)-ig).
Formdlisan:

Ha_":kEZ}‘ =0, (a) és {a_’“:kEZ} = {E,F,A “,W} C Loy

4.11. Kovetkezmény. A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az dsszes modm redukdlt
maradékosztdly megkaphatd g hatvanyaként.

4.12. Lemma. Ha p primszim, akkor az * =1 (modp) kongruencidnak legféljebb d megolddsa lehet modulo p.
4.13. Megjegyzés. Meglepd lehet, hogy az dllitds nem igaz, ha a modulus nem prim (keressiink ellenpéldét!).

4.14. Tétel. Ha p primszim és d | p — 1, akkor a d-edrendi egészek szima modulo p éppen ¢ (d). Specidlisan ¢ (p — 1)
modulo p inkongruens primitiv gyok van.
4.15. Tétel. A kovetkezd modulusokhoz létezik primitiv gyok (és csak ezekhez): 2,4, pdratlan primhatvdnyok, pdratlan

primhatvdnyok kétszeresei. Ezekben az esetekben a modm primitiv gyskék szdma ¢ (¢ (m)).

4.16. Definicié. Tegyiik fel, hogy g primitiv gydk az m modulushoz. Az a egész szdm indexén (az m modulusra és a g
primitiv gyokre nézve) olyan i kitevét értiink, amelyre g' = a (modm).

Jel6lés. A modulust az egyszertiség kedvéért nem irjuk ki (ez tébbnyire amigy is vildgos a szdvegkdrnyezetbdl), tehat a
indexét réviden indy a jeloli.
4.17. Megjegyzés. Vildgos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor ind, a nem értelmezett (ugyanis ¢' mindig relativ

prim m-hez). Ha viszont a és m relativ prim, akkor a 4.11. Kovetkezmény szerint a elédll g hatvanyaként modulo m,
tehdt ekkor indgy a értelmezett.

4.18. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy az index nem mds, mint a logaritmus modm analégja. Nem meglepd tehat,
hogy hasonlé tulajdonsigokkal rendelkezik, amint ezt a kovetkezd tételben latjuk. A 4.8. Kévetkezmény szerint az index
(ha 1étezik) csak modulo ¢ (m) van meghatédrozva, ezért az indexre vonatkozé alabbi azonossdgokban nem egyenldségeket,
hanem mod ¢ (m) kongruencidkat {runk.

4.19. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszdleges egész szam, a és b pedig relativ primek m-hez. Ekkor
érvényesek az alabbi azonossagok:

(1) indg 1 =0 (modyp (m));

(2) indg (ab) = indga +indy b (mod ¢ (m));

(3) indga® =k -indga (mody (m));

(4) indy (ab™') =indga —indy b (mod e (m)).
4.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvdnymaradék modulo m, ha az z" =
kongruencianak van megoldasa.

a (modm)

4.21. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez. Ekkor a pontosan akkor n-edik hatviny-
maradék modulo m, ha (n,¢ (m)) | indg a.
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2.15. Definicié. Legyen p C A x A egy ekvivalenciareldcié és a tetsz8leges eleme A-nak. Ekkor a {b € A : apb} halmazt az
a elem p szerinti (ekvivalencia)osztdlyénak (vagy blokkjdnak), az ekvivalenciaosztdlyok halmazét pedig az A halmaz
p szerinti faktorhalmazénak nevezziik.

Jellés. Az a elem p szerinti osztdlyat szokds a/p-val, @’-val vagy [a]p-val jelolni, de mi inkabb az egyszertibb @ jel6lést
hasznéljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de dltaldban kideriil a szovegkornyezetbdl, hogy mi a széban forgé ekvivalenciareldcio.
A faktorhalmazt A/p jelsli, tehat A/p = {@:a € A}.
2.16. Definicié. Egy nemiires halmaz osztdlyozdsan olyan paronként diszjunkt nemiires részhalmazainak halmazat
értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt. Formalisan: C C P (A) osztélyozds a nemiires A halmazon, ha

(1) VBeC: B #0;

(2) VBi # By €C: B NBy =10

3) U B=A.

BecC

2.17. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz. Ha p C A x A ekvivalenciareldcid, akkor A/p osztdlyozds az A halmazon.
Ha pedig C C P (A) osztdlyozds, akkor az apb <= 3B € C: a,b € B formuldval definidlt p reldcid ekvivalenciareldcié az
A halmazon. A most megadott ekvivalenciareldci6 — osztélyozds” és ,osztélyozés — ekvivalenciareldcid ” megfeleltetések
egymds inverzei.

Linearis kongruenciak és kongruenciarendszerek

2.18. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax = b (modm) alaki ,egyenletet”, ahol a,b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keressiik.

2.19. Tétel. Az ax =b (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha lnko (a,m) | b. Ha ez teljesiil,
akkor a megolddsok egyetlen modulo % maradékosztdlyt alkotnak, modulo m pedig Inko (a,m) a megolddsok szima.
Ha xo egy megoldds, akkor az dsszes megoldds:

m

r=x0+t- (modm) (t=0,1,...,Inko(a,m) —1).

Inko (a, m)

2.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok egymds multiplikativ inverzei modulo m, ha ab =1 (modm).
Hasonléan @, b € Z,, egymds multiplikativ inverzei, ha @-b = T1.

Jeldlés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam modm multiplikativ inverzét a~!-gyel jeloljiik.
Hasonléan @ € Z,,, multiplikativ inverzét a ! jeloli.

2.21. Tétel. Az a egész szimnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha Inko (a,m) = 1. Ilyenkor a
multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatarozott. Hasonléan, a € Z,, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ
inverzzel, ha @ € Z;,. Ilyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatdrozott.

2.22. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszdm, akkor (p —1)! = —1 (mod p).

2.23. Definicié. Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € N esetén értelmezziik az a~* negativ kitevéjii hatvanyt
modulo m: legyen a= % = (u’“)71 (mod m). Hasonléképpen @ € Z?, esetén legyen (@)~ = (E"')q.

2.24. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozds szokdsos azonossigai érvényben maradnak az egész kitevés
mod m hatvényok fenti értelmezése mellett.

2.25. Definici6. Adott a;, b, n; (i =1,2,...,k) egész szdmok esetén az aldbbi ,egyenletrendszert” linedris kongruen-
ciarendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

a1z = by (modnq)
azx = by (modny)

axz = by, (modny)
2.26. Megjegyzés. A 2.19. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkezd alakra hozhatjuk:

z =c1 (modmy)
z = ¢y (modms)

xz = ¢, (modmy)
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2.27. Tétel. Ha a (x) linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen mod [m1,ma, ..., my)
maradékosztdlyt alkotnak.

2.28. Tétel. A (x) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha Inko (my,msa) | ¢ — co.

2.29. Tétel. A (x) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely két kongruencidbdl dllo
részrendszere megoldhatd. Specidlisan, paronként relativ prim modulusok esetén mindig van megoldds.

2.30. Tétel (kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy az my,ma, ..., my modulusok pdaronként relativ primek, jeldlje a szor-
zatukat M, tovdbbd legyen M; = ML{ (i=1,2,...,k). Jelslje y; az M;y; =1 (modm;) segédkongruencia egy megolddsat
(i=1,2,...,k). Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:
k
T = Z ¢;M;y; (modM).
i=1

3. Szamelméleti fiiggvények

Nevezetes szamelméleti fiiggvények, tokéletes szamok

3.1. Definicié. Szdmelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szdmok halmazan van értel-
mezve, értékei pedig valés (vagy komplex) szdmok.

3.2. Definicié. Definidlunk néhany szamelméleti fiiggvényt (az egyik mér ismert):
e 7(n)= ) 1-— n pozitiv osztéinak szdma;

dfn
e o(n)= Y d— n pozitiv osztéinak Ssszege;
din
o ¢ (n)=|Z;|— az elsé n természetes szdm koziil az n-hez relativ primek szdma,;
o id(n)=mn;
e 1(n)=1,

1, han=1;
* 6(71):{0, han>1.

3.3. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdsa n = Hle pt. Ekkor
k

r(n) =[] (s +1);

i=1

k k pa,+1 1
U(H)ZH(I-I—[U-FP?‘F“"FP?') Hlpi—l’
i=1 i=1
k 1 k k
em)=n-]] (1 - ;) =TI =p ) =TIpe " i = 1).
i=1 g i=1 i=1

3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha f (1) = 1 és barmely
egyméshoz relativ prim a, b természetes szamok esetén f (ab) = f (a) - f (b).

3.5. Tétel. Egy f szdmelméleti figguény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha f (1) =1 és tetszbleges pdronként
kiilonbézd pi, ..., pn primszamok és aq, ..., o, pozitiv kitevdk esetén

frt o) = £y f ()
3.6. Tétel. A 7,0,¢,id, 1,0 szamelméleti figguények gyengén multiplikativak.
3.7. Definicié. Az n természetes szamot tokéletes szdmnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv valédi osztéinak dsszegével,
azaz o (n) = 2n.
3.8. Tétel (Euler tétele). Azn pdros szdm akkor és csak akkor tokéletes, ha elédll n = 2P~ (2P — 1) alakban, ahol p és
2P — 1 is primszam.

3.9. Definicié. Az el6z6 tételben szereplé 27 — 1 alakd primszéamokat Mersenne-primeknek nevezziik.
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3.10. Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy ahhoz, hogy az M,, = 2™ —1 Mersenne-féle szam primszam legyen, sziikséges,
hogy n maga is prim legyen. De ez a feltétel nem elegendd, példdul My, nem prim. Nem ismert, hogy létezik-e végtelen
sok Mersenne-prim, tehdt azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok pdros tokéletes szam. Pératlan tokéletes szamot
egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg® ismert legnagyobb primszam is
Mersenne-prim: Ms7gss 161, ami tizes szdmrendszerben 17425 170 szamjegybol all.

Konvoliicio, dsszegzési és megforditasi fiiggvény, Mobius-féle inverziés formula

3.11. Definicié. Az [ és g szamelméleti fiiggvények konvolicidjan az alabbi képlettel definidlt f x g szdmelméleti
fiiggvényt értjiik:

n
Frg) = r@-g(5)-
din
3.12. Tétel. A konvolicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovdbbd minden f szamelméleti fiigguényre f+6 = dxf = f.
3.13. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiigguények konvolicidja is gyengén multiplikativ.

3.14. Definicio. Az f szdmelméleti fiiggvény dsszegzési fiiggvényén az F (n) = Y
értjiik. Az f figgvényt az F' fiiggvény megforditdsi fiiggvényének nevezziik.

dain f (d) szdmelméleti fiiggvényt
Jelolés. Azt a tényt, hogy I az [ Osszegzési fiiggvénye gyakran egyszeriien csak f — F' jeloli.
3.15. Tétel. Gyengén multiplikativ szdmelméleti fiigguény dsszegzési fiigguénye is gyengén multiplikativ.
3.16. Tétel. A tanult nevezetes szamelméleti fiigguények kézétt fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

0—=>1—=7, ¢—id—o.
3.17. Definicié. Az n természetes szdmot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen 1-nél nagyobb négy-
zetszammal sem.
3.18. Megjegyzés. Konnyli meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha primfelbontdsaban
minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvanyon) fordul elé.

3.19. Definicié. Mobius-fiiggvénynek nevezziik az alabbi képlettel definialt pu szamelméleti fiiggvényt:

() 0, ha n nem négyzetmentes;
n) =
H (71)]“ , ha n el8éll k kiilonboz prim szorzataként.

3.20. Tétel. A Mdbius-figgvény dsszegzési fiigguénye a § figgvény, azaz 1 — 0.

3.21. Tétel (Mabius-féle megforditasi képlet). Tetszdleges F szamelméleti fiiggvény esetén F-nek egyetlen megforditdsi
fiiggvénye van, mégpedig F * pu. Masképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor dll fenn, ha f = F x u. Részletesebben:
tetszbleges f, F szamelméleti fiigguények esetén

Vi EN:F(n) = f(d) <= VneN: f(m) =Y Fd)-u(%).

din dln

3.22. Kovetkezmény. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditdsi fiigguénye is gyengén multiplikativ.

4. Hatvanyozas modulo m

Rend, primitiv gyok, index

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy k jé kitevd az a egész szdmhoz az m modulusra nézve, ha a* =1 (modm).

4.2. Definicié. A legkisebb pozitiv j6 kitevét, ami az a egész szdmhoz tartozik az m modulusra nézve, az a szam modulo
m rendjének nevezziik (amennyiben létezik egyaltaldn pozitiv jo kitevd).

Jelblés. Az a egész szdm mod m rendjét op, (a) jeloli. Tehat oy, (a) = min {k >0:a"=1 (mod m)}.

*2014.08.21. Forras: www.mersenne.org.



