84. feladat Hatdrozza meg a p (n) = Tl; szamelméleti fliiggvény Osszegzési fiiggvényét, és irja ra fel a Mobius-féle inverzids
formulat.
85. feladat Hatdrozza meg a

An) = logp, han=p* (p primszdm)

- 0, ha n nem primhatvény
képlettel definidlt szdmelméleti fiiggvény (Mangoldt-féle fiiggvény) Osszegzési fiiggvényét, és frja rd fel a Mobius-féle
inverzids formulat.
86. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdmra dE‘: T(d) 5 = %: o (d). (Utmutatas: Igazoljuk, hogy mind
n n

a bal-, mind a jobboldal gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvényt hataroz meg. Ezutén elegendd primhatvanyokra
igazolni az egyenléséget.)

87. feladat Adjon 1j (egyszer(ibb) megoldést az eléz6 feladatra a konvolicié miiveletének asszociativitdsdra tamaszkodva.

4. Hatvanyozas modulo m

88. feladat® Szdmitsa ki 2 rendjét modulo 21.

89. feladat Legyen m > 2 olyan természetes szdm, ami se kett6vel, se 6ttel nem oszthatd. Ismeretes, hogy ekkor :—n egy
tiszta szakaszos végtelen tizedes tort. Igazolja, hogy a szakasz hossza nem més, mint o,, (10). (Példaul m = 7 esetén % =
0,142 857, vagyis a szakasz hossza 6, ami ugyanaz, mint 10 rendje modulo 7.)

90. feladat® Mutassa meg, hogy 2 primitiv gyok modulo 19, de nem primitiv gyék modulo 17.

91. feladat Bizonyitsa be, hogy ha g primitiv gyék modulo p, akkor g~!

is primitiv gyok modulo p.
92. feladat Igazolja, hogy ha p paratlan primszam és g primitiv gyok modulo p, akkor gﬂTd = -1 (modp).

93. feladat Legyen p paratlan primszdm és legyenek gy, go primitiv gyékok modulo p. Lehetséges-e, hogy g1go is primitiv
gyok modulo p?

94. feladat® Oldja meg indextablazat segitségével a 320 = 1 (mod 11) kongruencit.
95. feladat® Oldja meg indextablazat segitségével a 3-5% = 20 (mod 11) kongruencidt.

96. feladat® Szdmitsa ki a (%) Legendre-szimbdlum értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznaldsa nélkiil.

97. feladat® Szamitsa ki a (}2?) Legendre-szimbdlum értékét a négyzetes reciprocitési tétel felhasznaldsaval.

98. feladat Adjon képletet a (%) Legendre-szimbo6lumra.

99. feladat Mely p primszémokra oldhaté meg az 2% + x + 1 =0 (mod p) kongruencia?

5. Szamok felbontdsa hatvanyok Gsszegére

100. feladat® Hatdrozza meg az dsszes primitiv pitagoraszi szimhdrmast amelyben szerepel a 12 (akér befogéként akér
atfogoként).

101. feladat Hatdrozza meg az dsszes pitagoraszi szimhdrmast amelyben szerepel a 12 (akar befogoként akér dtfogdként).
102. feladat Igazolja, hogy barmely (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmasra 12 | zy és 60 | zyz.

103. feladat Hatarozza meg az Osszes olyan pitagoraszi szamharmast, amelynek elemei szdmtani sorozatot alkotnak.

104. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdmhoz létezik olyan pitagoraszi szamhdrmas, hogy az éltala
meghatdrozott haromszog beirt korének sugara n.

105. feladat® Felbonthaté-e 117000 két négyzetszdm Gsszegére? Ha igen, adja is meg egy felbontésat.

BEVEZETES A SZAMELMELETBE
feladatsor a gyakorlathoz
(2012 8szi félév)

Waldhauser Tamas

1. Oszthatésag, legnagyobb k6z6s osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében

1. feladat® Bizonyitsa be nevezetes azonossagok segitségével (szorzattd alakitassal), hogy 11772412271 oszthaté 133-mal
minden n természetes szdmra.

2. feladat® Bizonyitsa be teljes indukciéval, hogy 11"+2 4 12271 oszthaté 133-mal minden n természetes szamra.

3. feladat Igazolja, hogy 7 | 10a + b < 7 | a — 2b teljesiil minden a,b egész szdmra. Adjon ennek segitségével eljardst
nagy szamok 7-tel valé oszthatosdganak eldontésére. Példaul oszhatd-e 7-tel 3349896557

4. feladat Mutassa meg, hogy 2™ — 1 csak akkor lehet prim, ha n is az. (Mersenne-primek)
5. feladat Mutassa meg, hogy 2™ + 1 csak akkor lehet prim, ha n kettShatvany. (Fermat-primek)

6. feladat® Bontsa primtényez8k szorzatéra a 630 és 750 szdmokat, majd ennck segitségével hatérozza meg a legnagyobb
kozos osztéjukat és a legkisebb kozos tobbszorosiiket.

7. feladat Mely p primszamokra lesz 29p + 1 négyzetszam?

8. feladat Bizonyitsa be, hogy barmely p primszamra és k < p pozitiv egészre (f) oszthaté p-vel.

9. feladat Legyenck a és b pozitiv egész szdmok, amelyekre a® = b teljesiil. Mutassa meg, hogy ekkor 1étezik olyan k
pozitiv egész, amelyre a = k% és b = k3.

10. feladat Hatarozza meg mindazokat az a,b természetes szimokat, amelyekre (a,b) = 22 és [a, b] = 264 teljesiil.
11. feladat Hatdrozza meg mindazokat az a,b természetes szdmokat, amelyekre [a, b] = 720 és a + b = 98.

12. feladat Janudr hatodikdn négy hajé futott be Boston kikétéjébe. Az egyik hajé négyhetente tér vissza Bostonba, a
masik minden nyolcadik héten, a harmadik és a negyedik pedig 12 illetve 16 hetente. Talalkoznak-e még idén ebben a
kikotében?

13. feladat Mutassa meg, hogy ha a és b relativ primek, akkor a + b és ab is azok.

14. feladat Egy négyjegyti szammal osztva 25707 32-t, 37568 pedig 43-at ad maradékul. Melyik ez a négyjegyti szam?
15. feladat Igazolja, hogy a 11, 111, 1111, ... sorozatban nincs négyzetszam.

16. feladat Hatdrozza meg az dsszes olyan n természetes szamot, amelyre 1! 4 2! + 3! 4 - - - + n! négyzetszdm.

17. feladat® Rajzolja fel az (A;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat, és hatdrozza meg a minimélis, maximalis,
legkisebb, legnagyobb elemeket, ahol A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

18. feladat® Rajzolja fel az (Dg3o N Drs0;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat. (Itt D, az a természetes szam
pozitiv osztéinak halmazdt jelsli.)

19. feladat Rajzolja le az sszes 2,3 illetve 4 pontii Hasse-diagramot.

20. feladat Van-e olyan n természetes szdm, amelyre (D,; |) Hasse-diagramja a kovetkez6? Hany ilyen n szdm van?

a b

21. feladat Rajzoljon olyan Hasse-diagramot, amelyben egyetlen minimalis elem van, de nincs legkisebb elem.

22. feladat® Szamitsa ki az euklideszi algoritmussal 126 és 438 legnagyobb kozos osztéjat, majd adjon meg olyan x,y
egész szdmokat, amelyekre 126z + 438y = (126,438).

23. feladat Mennyi lehet két szomszédos Fibonacci-szdm legnagyobb kozos osztéja?
24. feladat Hatdrozza meg az a = 99999999 és a b = 999...99 (szdz darab 9-es) szamok legnagyobb kozos osztdjat.

25. feladat Mely n természetes szamok esetén lehet egyszerfisiteni a i:ﬁ tortet?




26. feladat Egy n oldalszdmu szabélyos sokszdg egyik csticsaban éllok. A sokszog oldalainak hossza 1 mérfold, rajtam
pedig hétmérfoldes csizma van, igy egy lépéssel a hetedik cstcsba jutok. Elindulok az egyik iranyba, és addig meg se allok
amig vissza nem jutottam oda, ahonnan elindultam. Hény 1épést fogok tenni? A csticsok hdnyadrészét jarom be?

27. feladat® Kukutyinban 20 és 45 petdkos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245 petakot? (Az
Osszes megolddst hatdrozza meg, ne csak egyet!)

28. feladat Szaz szal virdgot vasdroltunk harom kiilonboz6 fajtabdl, osszesen 30000 forintért. Az egyes virdgfajtak ara
darabonként rendre 130, 190 és 320 forint. Mennyit vettiink az egyes fajtakbol?

2. Szamelméleti kongruencidk

29. feladat® Bizonyitsa be kongruencidk segitségével (teljes indukeié nélkiil), hogy 11712 + 12271 oszthaté 133-mal
minden n természetes szamra.

30. feladat Hatdrozza meg 7+ 7% + 7% + - - - + 74900 ytols6 két szamjegyét.

31. feladat Bizonyitsa be, hogy a tizes szamrendszerben felirt @, - azaiag szam akkor és csak akkor oszthaté 37-tel, ha
az

a1an — Gz0z + G403 — G505 + -+
szam oszthaté 37-tel. Dontse el ennek segitségével, hogy oszhaté-e 37-tel 3349896557

32. feladat Mutassa meg, hogy ha m paratlan primhatvény, akkor az 22 = 1 (modm) kongruencidnak csak két megolddsa
van: @ = +1 (modm). Igaz marad-e az allitds, ha m nem primhatvany?
33. feladat® Adja meg az A = {2,3,8,9,14, 15,19, 26} alaphalmazon értelmezett
p={(a,b) : a és b nem relativ prim} C A x A
ekvivalenciarelaciohoz tartozé osztdlyozast.
34. feladat® Legyen p az zpy <= 22 = y? formuldval definialt ekvivalenciareldcié a Zs halmazon. Sorolja fel a p reldcié
osszes elemét és adja meg a hozza tartozé osztélyozast.
35. feladat Hdny ckvivalenciareldcié adhaté meg egy kételemi alaphalmazon? Es harom- illetve négyelemi halmazon?

36. feladat Megadhaté-e egy 8 elemi alaphalmazon olyan ekvivalenciarelacié, amely pontosan 40 elempéarbdl &ll? Es
olyan, ami pontosan 41 elemparbdl all?

37. feladat Melyek azok a reldcidk, amelyek egyszerre szimmetrikusak és antiszimmetrikusak is?

38. feladat® Oldja meg a 24z = 84 (mod45) kongruenciit. (A megolddsokat az eredeti modulus szerint kell megadni!)
Hany megoldds van modulo 457

39. feladat® Hatérozza meg a [ hatvényt Z3-ban.

40. feladat Igazolja, hogy barmely m, k € N és @ € Z,, esetén (a’C)’l = (a*l)*'.

41. feladat Bizonyitsa be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik tagja oszthaté hdarommal.
42. feladat Milyen szamjegyeket kell frni a és b helyére, hogy 1456ab oszthaté legyen 41-gyel?

43. feladat Mennyit ad 73-mal osztva z maradékul, ha % = 22 (mod 73) és 2% = 69 (mod 73)?
44. feladat® Oldja meg a 4z =7 (mod9), 10z =4 (mod 12) kongruenciarendszert.

45. feladat Egy tizenhéttagu kaldzesapat egy zsak aranypénzt lopott. Amikor megprébéltak egyenléen closztani, azt
tapasztaltak, hogy hdrom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak f6lotti vitdban egy kalézt megoltek. Ezutan tjraosz-
tottdk egyenld ardnyban a zsdkményt, s most tiz arany maradt ki. Az e foltti vitdban egy djabb kalézt 6ltek meg, s
ezutan mar el tudtdk osztani a lopott aranyat ugy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany aranypénzt
zsdkmanyoltak? (Segitség: ez egy ¢kori kinai probléma.)

46. feladat Ha egy kosér tojdst 2, 3, 4, 5 vagy 6-oséval {iritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojds marad benne. Ha azonban
T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad benne. Legaldbb hany tojas lehet a kosarban?

47. feladat® Oldja meg az = a (mod3), x=b (mod5), z = ¢ (mod7) paraméteres kongruenciarendszert.

48. feladat Oldja mega 73z = 1 (mod 247) kongruencist. (Utmutatés: Vizsgaljuk kiilon modulo 13 és modulo 19 a kong-
ruencidt, majd ezek megoldésaibdl ,, gytirjuk 6ssze” az eredeti kongruencia megolddsat a kinai maradéktétel segitségével.)

49. feladat Melyck azok a természetes szamok, amelyek négyzete tizes szamrendszerben 29-re végzddik? (Akédrcsak az
eléz6 feladatnal, itt is haszndlhaté a kinai maradéktétel.)

50. feladat® Mennyit ad maradékul 31-gyel osztva 33 - ... - 597

51. feladat Mutassa meg, hogy ha n > 4 dsszetett szdm, akkor (n —1)! = 0 (modn). (Ebbdl kévetkezik, hogy Wilson
tételének a megforditdsa is igaz.)

52. feladat Bizonyitsa be, hogy (2p — 1)! — p oszthat6 p>-tel barmely p primszam esetén.
53. feladat® Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31,...,751,761 modulo 777
54. feladat® Redukélt maradékrendszer-e 15, 35,55, ..., 315 modulo 327

55. feladat Adjon meg olyan egész szamokat, amelyek teljes maradékrendszert alkotnak modulo 8, és egytttal redukélt
maradékrendszert alkotnak modulo 15.

56. feladat® Mennyit ad 40-nel osztva maradékul 131557

57. feladat® Mennyit ad 53-mal osztva maradékul 80(11150)?

58. feladat Mennyit ad héttel osztva maradékul 111! + L I F T
59. feladat Mennyit ad héttel osztva maradékul 111...111 (99 egyes)?

60. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdm esetén az n,n® — 1,n% + 1 szdmok koziil az egyik oszthaté
17-tel.

61. feladat Mutassa meg, hogy ha (a,100) = 1, akkor ¢ = 1 (mod 100) teljesiil. Hasonlitsa dssze ezt az allitast az

Euler-Fermat—tétellel.
62. feladat Igazolja, hogy a°%! = a (mod 561) barmely a egész szdmra.

63. feladat Bizonyitsa be, hogy ha n nem oszthaté se 2-vel se 5-tel, akkor van olyan t&bbszorose, ami csak 9-es szdmje-
gyekbdl all.

64. feladat Legyen p és g két kiilonbozé primszam. Mutassa meg, hogy p?~! +¢P~1 = 1 (mod pq).

3. Szamelméleti fiiggvények

65. feladat® Melyik az a legkisebb természetes szdm, amelynek pontosan 25 osztéja van?
66. feladat® Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha o (n) = 3077

67. feladat Bizonyitsa be, hogy tetszdleges rogzitett k > 2 esetén a 7 (n) = k egyenletnek végtelen sok megolddsa van,
mig a o (n) = k egyenletnek csak véges sok.

68. feladat® Oldja meg a 1 (2) + 2 = 11 (6z) egyenletet a természetes szamok halmazan.

69. feladat Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha ¢ (n) = 12107

70. feladat Igazolja, hogy az n = 1,2 esetek kivételével ¢ (n) sosem paratlan.

71. feladat Oldja meg a ¢ (2n) = n egyenletet a természetes szamok halmazdn.

72. feladat Oldja meg a ¢ (n) = n — 2 egyenletet a természetes szdmok halmazdn.

73. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdamra teljesiil a ¢ (ng) = ny (n) egyenléség.

74. feladat Melyek azok a természetes szamok, amelyeknek paratlan sok osztéjuk van?

75. feladat Gondoltam egy szamot, dsszeszoroztam az osztoit, és az eredmény 8000 lett. Melyik szdmra gondoltam?
76. feladat Igazolja, hogy minden n természetes szamra 7 (n) + ¢ (n) < n+ 1. Mikor all fenn egyenléség?
77. feladat Bizonyitsa be, hogy 3 | o (3n — 1) minden n természetes szdmra.

78. feladat Oldja meg a o (n) = n + 3 egyenletet a természetes szamok halmazdn.

79. feladat Oldja meg az n + 7 (n) = o (n) egyenletet a természetes szdmok halmazan.

80. feladat Mennyi lehet n értéke, ha ¢ (n) = 40, és o (n) =n+ 17

81. feladat Bizonyitsa be, hogy ha n pédratlan szam, akkor i (n2 + 3) =0.

82. feladat® Jelslje az f gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény dsszegzési fiiggvényét F. Hatarozza meg F (45)
értékét, ha f(3) =2, f(5) =7, f (45) = 21.

83. feladat® Jelolje az el6z6 feladatbeli f fiiggvény megforditdsi fiiggvényét .. Hatdrozza meg «(45) értékét.



