lzomorfia

Waldhauser Tamas
2021 8szi félev



lzomiaarfizmus

<> | igaz hamis

igaz | igaz hamis

hamis igaz

hamis

izomorf csoportok

N
(SR
=)

~—
o

/N
=)
<

~——
e
o

® \‘.} .

s (xS
M o =




Az A = ({ ‘-} , - }; ®) ésa B = ({6,1} : +) csoportok szerkezete ugyanaz:
ha A mivelettablazataban

minden ‘-} -t atneveziink O-ra , és minden .—t atneveziink 1-re,
akkor éppen B miivelettablazatat kapjuk:

o5
re | ke . atnevezés
' . s

Ezt az ,Atnevezést’ a
o {5 M) - (01}, 50 -1

leképezéssel irhatjuk le. Az atnevezés , jogossaga” pedig a kdvetkez6képpen
fogalmazhat6 meg:

Vap,ac {5 M} (a@a)e = (a19) +(a29).




Definicié
Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B
leképezés izomorfizmus A-bél B-be, ha

P ¢ bijektiv leképezés, és
> ¢ felcserélhets a miiveletekkel, azaz
Vaj,ap € A: (arxa2) @ = a1¢ @ age.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy A és B izomorf
(jeloles: A = B).

Allitas
Izomorfizmusok szorzata izomorfizmus, izomorfizmus inverze izomorfizmus.
Kdvetkezésképp az izomorfia ekvivalenciarelacié (grupoidok barmely halmazan).



Peélda

Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kdzott.

A = ({igaz, hamis}; <), B = (Z; +)

Megoldas

igaz — 0, hamis — 1

Példa

Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kdzott.

A = ({igaz, hamis}; A), B =(Zy;")

Megoldas

igaz +— I, hamis — 0



Peélda

Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kdzott.

A=({1,-1,i—i};), B=(Zs+)

Megoldas

1—0, —1+—2, i—1, —i—3
i—1 —-1—2 —i—3 1—0

Tomorebben: @: {1, —1,i, —1} — Zg4, i* — k.
Ez a leképezés azért bijektiv, mert Vk, £ € Z: iK = i <= k=1 (mod4).

A miveletekkel val6 felcserélhetdség pedig a hatvanyozas egyik azonossagan malik:

(i* Y = "o = k+1 = k+0 = i*o+ip.



Példa
Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kdzott.

A= ({-1,1};-), B=(Zy+)

Példa
Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kdzott.

A = ({ab,c d};*), B=(Zs-)

*x|la b c d
ala b ¢ d
b|b a ¢ d
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Pelda

Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg
egy izomorfizmust; ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

A = ({igaz, hamis}; =), B = ({0,1};0), C=({0,1};%)

o|0 1 *x 10 1
01 1 010 O
110 1 110 1

Megoldas

A = B a kévetkezd izomorfizmus mellett: igaz — 1, hamis — 0.

A % C, mert C kommutativ, de A nem.



Példa
Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg
egy izomorfizmust; ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

A = ({1,2,3};min), B=({0,1,2};®), C=({0,12};%)

®©|0 1 2 * 10 1 2
7012 TOOO
11 11 1710 1 2
212 1 2 2|0 2 0

Megoldas

A = B a kovetkezd izomorfizmus mellett: 1 — 1, 2+— 2, 3+— 0.

A 2 C, mert A-ban minden elem ,négyzete” sajat maga: min (a, a) = a minden
a-ra, de C-ben ez nem igaz, pl. 2%x2 = 0.



Példa

Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg
egy izomorfizmust; ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

A= (P({1,2});U), B=({0,1,23}®), C=({0,1,23};%)

®©|0 1 2 3 *x|0 1 2 3
00 1 3 1 0j/0 1 01
11 1 11 111 1 11
213 1 20 210 1 2 3
31 1 0 3 3|11 3 3

Megoldas
A 2 B, mert A-ban van egységelem (@), de B-ben nincs.

A = C, a kovetkezd izomorfizmus mellett:
@2, {1} —0, {2} =3, {1,2} —» 1.



Példak

Izomorfizmusok-e az alabbi leképezések?
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(R; +), x — 2x
), x > 2x
(Z;4),x — 2x
(Z;+), x — —x
(Ci+,-),x—Xx
— (R;+), x — log x

igen

nem (nem mivelettartd)

nem (nem sziirjektiv)

igen
igen

igen

virtualis logarléc


https://www.sliderules.org/react/pickett_n600.html

