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Allitas
Barmely grupoidban legfdljebb egy egységelem létezhet.

Bizonyitas.

Ha e1 és es is egységelem az (A; *) grupoidban, akkor
> e xep = e1 (mert ey egységelem), és
> ek ey = ey (mert e; egységelem).
» Tehat e; = eo.

Allitas

Barmely monoidban egy elemnek legféljebb egy inverze lehet.

Bizonyitas.

Ha az a elemnek inverze b és c is, akkor

> (bxa)xc=exc=c,és

> bx(axc)=bxe=h.

> Tehat b= (bxa)xc=bx(axc)=rc.



Definicié
Legyen x egy kétvaltoz6s miivelet a nemiires A halmazon.
» Azt mondjuk, hogy * invertalhaté miivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén
az ax x = b, illetve y x a = b egyenleteknek legalabb egy megoldasa van.

» Azt mondjuk, hogy * kancellativ miivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén
az axx = b, illetve y x a = b egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa van.

Megjegyzés
A kancellativitas igy is megfogalmazhaté: Va, x1, x2, y1, y2 € A:

a*xx]p = axXp — X] = Xp;
yir*a = y2xa = y1 =)y

Megjegyzés

Az invertalhatésag azt jelenti, hogy a miivelettablazat minden sordban és minden
oszlopaban az A halmaz minden eleme legalabb egyszer fellép.

A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden oszlopban minden
elem legfeljebb egyszer lép fel.



Definicié
Legyen x egy kétvaltozés miivelet a nemiires A halmazon. Tetszbleges a € A esetén
definialjuk az a-val val6 balrdl szorzast és az a-val valé jobbrol szorzast:

At A= A x = ax*Xx, Pa: A— A x— x*a.

Allitas

Legyen x egy kétvaltozés miivelet a nemiires A halmazon.
» x invertalhaté <= Va € A: A, és p, sziirjektiv.
» x kancellativ. <= Va &€ A: A, és p, injektiv.

Bizonyitas.
HF -

Allitas

Véges alaphalmaz esetén az invertalhat6sag és a kancellativitas egymassal
ekvivalens.

Bizonyitas.

HF (skatulya-elv) O



Tétel
Csoport miivelete mindig invertalhaté és kancellativ.

Bizonyitas.
Tfh. (A; %) csoport, és legyen a, b € A. Ekkor
axx = b == x = alxb (balrél beszorzunk a=1-zel);
x = alxb = axx = b (balrél beszorzunk a-val).
Hasonl6an: az y % a = b egyenlet egyetlen megoldasa y = bxa~ L. O
Tétel

Ha az A halmazon értelmezett * kétvaltozés miivelet asszociativ és invertalhato,
akkor (A;*) csoport.

Megjegyzés

A fenti tételben véges alaphalmaz esetén kicserélhetjiik az invertalhatésagot a
kancellativitassal, de végtelen alaphalmaz esetén nem. Keressiink olyan végtelen
kancellativ félcsoportot, ami nem csoport!



Az altalanos asszociativitas tétele
Ha (S; ) félcsoport, akkor minden n € IN és a,...,a, € S esetén az aj - ... a,
»szorzat” eredménye filiggetlen a zaréjelezéstél.

Bizonyitds. Tekintsik az ay, ..., a, (€S; n=1) elemeket. Legyen
A= (A(t-a) a5)-...)-a,.

Jeldljik az a,, ..., a, elemeknek (az adott sorrendben) egy tetszSleges zardjelezés
melletti miiveleti eredményét B-vel. Bizonyitandd, hogy A=B. A bizonyitast n
szerinti teljes indukcidval végezziik. Az n=1,2 esetben az allitis semmitmondd.
Az n=3 esetben az allitas az asszociativitas miatt igaz. Legyen ezutan n=4, és tegyiik
fel az allitds helyességét k(<n) elemre. B minden esetben felirhaté C-D alakban,
ahol C az ay, ..., a, (1=r<n) elemek, D pedig az a,.,, ..., a, elemek valamilyen
zardjelezés melletti miiveleti eredménye. Mivel D-ben az elemek szdma n-nél keve-
sebb, azért az indukcidfeltevés miatt

D=E-a,

alaku, ahol E az a,,4, ..., a,_, elemek miiveleti eredménye valamilyen zardjelezés
mellett. Ennélfogva az asszociativitas és az indukcidfeltevés miatt igaz a kévetkezs:

B=C-D=C-(E-a,) = (C-E)-0, = (...(a1° @)+ ...)a, = A.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Dr. Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet (Tankdnyvkiads, 1989.)

Az altalanos kommutativitas tétele
Ha (S;-) kommutativ félcsoport, akkor minden n € IN és a1,...,a, € S esetén az
ap-...-an,szorzat” eredménye fiiggetlen a zaréjelezéstdl és az elemek sorrendjétdl.



Hatvanyozas félcsoportban
Legyen (A; %) egy félcsoport és a € A, n € N. Az a elem n-edik hatvanyan az

elemet értjiik. Attdl fiiggen, hogy a miiveletet szorzassal (multiplikativ irasméd)
vagy Osszeadassal (additiv irasmod) jeldljitk, a hatvanyozast és a hatvanyozas
nevezetes azonossagait (amelyek pozitiv egész kitevé esetén minden félcsoportban
érvényesek) a kovetkezdképpen irjuk:

multiplikativ irasméd additiv irasmod
miivelet a-b a+b
hatvany a" na
Vae AVneN: am-am = g"tm na+ma= (n+m)a
Vae AVn,me N: (am)m = a"™m m(na) = (mn)a

Va,be AVvne N
ha a és b felcserélhetéek:  (a-b)" = a" - b" n(a+b) = na+ nb



Hatvanyozas monoidban
Ha (A;-) egységelemes félcsoport, akkor tetszéleges a € A esetén a0 legyen az
egységelem, amit multiplikativ irasmod esetén szokas 1-gyel jeldini, tehat a% = 1.

Additiv irasmédnal is az egységelemként értelmezziik a nulladik hatvanyt: 0a = 0.
Igy a korabbi azonossagok nemnegativ egész kitevékre is érvényben maradnak.

Hatvanyozas csoportban

Ha (A;-) csoport, akkor tetszéleges a € A esetén a—" legyen a inverzének n-edik
hatvanya: a=" = (a~1)".

Additiv irasméddal igy fest a negativ kitev8s hatvanyozas: (—n)a = n(—a).

A korabbi azonossagok egész kitevSkre is érvényben maradnak.

Allitas

Ha (A;-) csoport, akkor tetszéleges a, b € A esetén (ab)f1 =p1571
Bizonyitas.

Ellenérizziik, hogy ab-nek valéban b~1a™1 az inverze:

—a-l-a_lzaa_lzl,

(ab)- (bta71) = (bb Ly.a™
-1 3y b=b1-1-b=bth=

(bflafl) - (ab) = (a”



Példak
Tetszéleges R gyiirii esetén (R; +) Abel-csoport:
> (C+), (R;+), (Q:+), (Q(¥2);+), (Z; +), ({paros szamok}; +), ...

> (T[x]; +) tetszéleges T testre (vagy akar csak gyiiriire);
> (T"*N 1) tetszbleges T testre (vagy akar csak gyfiriire);
» (Z,;+) tetszéleges n > 2 esetén.

Tetszbleges R egységelemes gy(irii esetén (R*;-) csoport, ahol R* a multiplikativ
inverzzel rendelkezé R-beli elemek halmaza (egységcsoport):

> (C\{o};-), R\{o};-), (@Q\{o};-), ({1, —=1}:+). .. 5
> T|[x| egységcsoportja (T \ {0}; ) tetszéleges T testre;
> Tn*N egységesoportja (GL,(T); ) tetszbleges T testre:

GLo(T) ={A € T"":det(A) # 0};

> (Z%; ) tetszbleges n > 2 esetén.



Példa
A komplex n-edik egységgyokdk csoportot alkotnak:
En=({zeC:2"=1};).
Allitas
Az E, csoport izomorf a Z,, csoporttal: (Ep;+) =2 (Zn; +).
Bizonyitas.
Informalisan: Minden n-edik egységgyok eldall cis =< alakban, ahol a k paraméter

csak modulo n ,szamit”. Amikor két ilyen szamot &sszeszorzunk, akkor a megfeleld
k paramétereket 6ssze kell adni.

2k

Formalisan: A ¢: Z, — E,, k +— cis 2"—" leképezés izomorfizmus, mert . ..
> ¢ joldefinialt: k =0 = cis 2kT = ¢is 2 26”
> ¢ injektiv: cis <<% 2" =cis %” = k=1{
» @ sziirjektiv: Vz € E, 3k € Z: z = cis 2"7”;
» @ felcserélhetd a miiveketekkel:

(E+Z)(p:k+fq0:ci52(k—:€)n :ciszl;n-cis%Tn =ko-lp. O




Példa

A {#£1, %/, +j, £k} halmaz csoportot alkot az alabbi szorzassal. Ezt a csoportot
kvaterniécsoportnak nevezziik, és Q-val jeldljiik.

l1ro—1 i =i =k —k
1 1 -1 i —i j - k —k
~1| -1 1 —i i —j j -k k
ilP - -1 1k —k —j
—i| - i1 -1 -k k=
il = -k k-1 1 i =i

il =i ik -k 1 -1 —i
k| k —k j —j —i i -1 1
—k| -k ok = j i —-i 1 -1

A tablazatbdl elég az ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki =j = —ik és
i2 = j2 = k2 = —1 szorzatokat megjegyezni, a tobbi mar magatél értet6ds.
Az a+ bi+ ¢j + dk (a, b, c,d € R) alaki kifejezéseken természetes médon lehet

definialni az Gsszeadas és szorzas miiveletét, igy kapjuk a kvaterniék ferdetestét
(,majdnem” test, csak éppen a szorzas nem kommutativ).



Peldak

Tetsz6leges A halmaz esetén A permutacidi (vagyis az A — A bijekciok) csoportot
alkotnak a leképezésszorzas miiveletével. Az A= {1,2,..., n} esetben ezt a
csoportot n-edfokir szimmetrikus csoportnak nevezziik és S,-nel jeldljiik.

Az S, csoport részcsoportjait permutaciécsoportoknak nevezziik.

Az Sp-beli paros permutaciok csoportot alkotnak; ez az A, alternalé csoport.

S3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}, A3 = {id, (123), (132)}.

Ay = {id, (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243),
(12)(34),(13)(24), (14)(23)}.

Az A4 csoport alabbi részcsoportjat Klein-csoportnak nevezziik:

vV ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.



Példak

A sik (tér) egybevagosagi transzformaciéi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miveletével. Egy adott ponthalmazt dnmagaba képezs egybevagdsagok
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban; ezt nevezziik a ponthalmaz
szimmetriacsoportjanak. Ha csak az iranyitastarté egybevagésagokat engedjiik
meg, akkor a ponthalmaz mozgascsoportjat kapjuk.
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A kocka mozgascsoportja (forgascsoportja) izomorf Sy-gyel.
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Definicié
A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfoki diédercsoportnak nevezziik és
Dp-nel jeldljiik.

Jeldlje aj a kozéppont koriili 2’,‘7” szogli forgatast (k=10,1,..., n—1).

Vegyiik észre, hogy ax, = a’l‘. A tovabbiakban aj helyett egyszeriien csak a-t irunk.
igy az n-sz6g mozgascsoportja: {id, a, a2 ..., a"‘l} =2 7Z,.



Definicié

A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfoka diédercsoportnak nevezziik és
Dp-nel jeldljiik.

Legyenek a szimmetriatengelyekre vonatkozé tiikrozések: tp, t1,..., th_1.

ty=t

iy

A tovabbiakban tg helyett egyszeriien csak t-t irunk, és szeretnénk a tobbi
tiikrozést is t és a segitségével kifejezni.






Hasonléan (be)lathato, hogy ty, = akt minden k € {0,1,...,n— 1} esetén.
Tehat . ..

Tétel
A D, csoportnak 2n eleme van: D, = {id, a, a%,...,a" 1 ¢t at &%, ..., a"flt},
ahol

> a: a kézéppont kériili 2% szégii forgatas,

n

» t: egy szimmetriatengelyre valé tiikrozés.

Ekkor a¥ a kézéppont koriili 2"7” szogli forgatas (0 < k < n—1),
a t,at, a’t,...,a" 1t transzformaciok pedig tengelyes tiikrozések

(két ,,szomszédos” tengely 7 széget zar be egymassal).

Fennall tovabba a ta = a1t 6sszefiiggés. (Mert ta tiikrozés, és igy tata = id.)



1. D, ={id, a, a%,...,a" 1t at, azt,...,a”_lt}

2. a"=idés t2=id

3. ta=alt
Példa
a a1 a» ty t1 B . id a a2 t at  a’t

ap|a a1 ax ty ti b id id a a° t at &%t
ai |a1 a a t1 tr ty a a a2 id  at a%t t

Dy= ay|ap ag a1 to tg tp = a* | a® id a a*t t at
to | to to t ap a» ai t |t 2%t at id a® a
t1 | t1 top tp a1 ag ao at | at t a’t a id a2
tr [ tp t1 tg ax a1 ag a2t | &%t at t a2 a id

Példa

Szamoljunk Dq5-ben! Az eredmény id, a, ..., al% t at,..., at%t valamelyike legyen.
A153 = 3 Q13..6p 4y 234,18 5. 74 g12p 10



Definicié
Legyen (A; %) egy grupoid és @ # B C A. Azt mondjuk, hogy a B halmaz zart
a * miiveletre, ha

Vb1, by € B: by x by € B.

Ekkor van értelme megszoritani a * miiveletet a B halmazra, és igy egy (B; %)
grupoidot kapunk, amelyet (A; *) részgrupoidjanak neveziink.

Definicié

Ha (G;-) csoport, és (H; ) olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor azt

mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, és ezt igy jeldljik: H < G.

Tétel
Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja G-nek, ha

1. H zart a szorzasra: Vhi,hp € H: hy - hy € H,
2. H tartalmazza G egységelemét: 1 € H;

3. H zart az inverzképzeésre: Yhe H: h™1 € H.



Tétel
Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja G-nek, ha
1. H zart a szorzasra: VYhy, ho € H: hy - hy € H;

2. H tartalmazza G egységelemét: 1 € H;
3. H zart az inverzképzésre: Yhe H: h™1 € H.
Bizonyitas.

Az nyilvanvald, hogy a fenti feltételek teljesiilése esetén H val6ban részcsoport.
A masik irany bizonyitasahoz tfh. H részcsoport.

1. Ez vilagos.

2. Legyen 1 a G csoport egységeleme, és legyen 1y a H (rész)csoport
egységeleme. Ekkor tetszéleges h € H esetén

lg-h=1y-h, ésigy 1c =1y € H.
3. Barmely h € H elemnek van inverze a H (rész)csoportban (legyen ez ') és a
G csoportban is (legyen ez h™1).

hl=ht1=hnYh)= (1R =1-H =H e H. O



Allitas
Részcsoportok metszete is részcsoport: Hi, Ho < G — Hi N Hy < G.
Bizonyitas.

1. szorzasra valé zartsag:

aabe HHNH, — a,be H,Hh — a-be H,Hh = a-be HiNH>

2. egységelem:
leH,H, = 1e HiNH,

3. inverzképzésre val6 zartsag:
aceH NHy, = ae€ H, H, = ale Hy, Hy — al € HHNH,

Megjegyzés

Az allitas igaz ketténél tobb részcsoportra is (végtelen sokra is):

Viel:H <G = [H <G.
iel



Definicié
Legyen G egy csoport és B C G. A B halmaz altal generalt részcsoport a
legsziikebb olyan részcsoport, ami tartalmazza B-t (jeldlése [B]):

Bl= () H

BCH<G
Megjegyzés
Az iires halmaz generatuma: [@] = {1}.

Allitas
Ha @ # B C G, akkor [B] azokbdl az elemekbél &ll, amelyek felépithetéek B
elemeibdl kiindulva a szorzas és az inverzképzés segitségével:

[B]:{bil....-bgn:ne]l\ro, bi,... by € B, el,...,ene{l,—l}}.

Definicié
Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere a G csoportnak.



Tétel
Az S,, szimmetrikus csoportot generaljak a transzpoziciok, s6t, mar a ,szomszédos
transzpoziciok” is:

Sp=1[(12),(23),...,(n—1n)].

Tétel
Az A, alternalé csoportot generaljak a harmas ciklusok, sét, mar a ,szomszédos

harmasok” is:
An=1[(123),(234),...,(n—2n—1n)].



Allitas

Tetsz6leges G csoport és a € G esetén

la] ={ad:kez}y={.. a2at1a4a,. .}
Bizonyitas.
Trivialis (HF).
Példa
A C* csoportban:
k —4| =3| =2| -1 2 |3 |4 |5 |6 |7
K 1|1 |1 |1
2 213132 4 |8 |16 |32 |64 128
i 1| i | =1 —i —1| =il |i | =1| —i

Az els6 esetben a hatvanyok mind kiilonbozéek, ezért [2] = Z.

A masodik esetben négyes periodicitast tapasztalunk, ezért [i] = Z,.




Egy tetszéleges (G; -) csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset lehetséges:

(1) A hatvanyok mind kiilonbozéek.

Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];), k — a¥ izomorfizmus,
ezért ([a];+) = (Z,4).
> Sziirjektivitas: [a] minden eleme el6all a alakban.
> Injektivitas: feltettiik, hogy k # { esetén ak # af.

> Mivelettartas: (k+0) ¢ = ak* = ke Ly =ak-al.



Egy tetszéleges (G;-) csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset lehetséges:
(2) A hatvanyok kdzétt van ismétlsdés: 3i < j: al =a = a7 =1.

Legyen n a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre a” = 1.

Az a0 a1, 4% ..., a"~1 hatvanyok paronként kiilonbozéek (miért?)

és minden mas hatvany ezek valamelyikével megegyezik:
k = nqg+resetén ak = 2"+ = (aM)9.a" = 19. 3" = a".

Ekkor ¢: (Zn, +) — ([a];-), k + a izomorfizmus,

ezért ([a];") = (Zn, +).
> Joldefinialtsag: k = ¢ (modn) = a¥ = a’.
> Sziirjektivitas: [a] minden elemeelsall a% (k =0,1,..., n — 1) alakban.
> Injektivitas: k # ¢ (modn) = ak # a'.

> Miivelettartas: (E+?) p=k+lop=a" = ko lp=ar a



Definicié
Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot értjiik, amelyre
a"™ = 1. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje végtelen.

Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordo):
o(a)=min{neN:a" =1} (min@ = co megallapodassal).

Definicié
A G véges csoport rendjén elemeinek szamat értjiik.

Megjegyzés

Az a elem rendje nem mas, mint az 4ltala generalt részcsoport rendje: o(a) = |[a].



Definicié
A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel generalhato,
azaz Ja€ G: [a] = G.

Tétel

Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kdvetkez& csoportok
valamelyikével:

{1}, Z», Z3, Za4, ..., Z.
Bizonyitas.

Ha G ciklikus, akkor G = [a] alkalmas a € G elemre, és korabban mar lattuk, hogy
[a] = Z (els6 eset) vagy [a] = Z,,) (masodik eset).

Forditva, a felsorolt csoportok valéban ciklikusak: Z, = [1] és Z = [1]. O



Tétel
Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Bizonyitas.
Tfh. G = [a] és H < G. Ha H # {1}, akkor létezik olyan k € IN, amelyre a¥ € H
(miért?); vegyiik a legkisebb ilyen kitevst. Cél: [ak] = H.

?
» [a¥] C H: Mivel H zart a szorzasra és az inverzképzésre, a*

is H-ban van, azaz [a¥] C H.

minden hatvanya

?
> H C [a¥]: Legyen h € H; AMNTFH h = a/. Osszuk el j-t maradékosan k-val:
j=qk+reés0<r <k Har=0, akkor készen vagyunk: &/ = (ak)q € [ak].
Ha r > 0, akkor
a=d k=4 (") T eH,

ami ellentmond k minimalitasanak. O



Z.15 részcsoporthaléja

[3]

[1]

[6]

[2]

[0]



Z.,, részcsoportjai

> Barmely k € Z, esetén [ k] = [d], ahol d = Inko(k, n).

Tetszoleges b € Z, esetén
0 b [E} IxeZ: b=xk
Ix €Z: b=x-k (mod n)

—
—
m <= d =Inko(k,n) | b
w < HeZ:b={(-d
o0 <~ beld].

» 7., részcsoportjai kolcsondsen egyértelmiien megfelelnek n osztéinak:

] = Zn/d-

Q|

din ~ |

» Z,-nek ¢(n) db generatoreleme van:

(k] =Z, <= Inko(k,n) =1.



A rend tulajdonsagai

Tudjuk, hogy ha o(a) = n, akkor [a] & Z,, az ak — k izomorfizmus mellett.

[a] Zn
ak k
ak=al <= k=1 (mod n) k=1{¢ <= k=/{(mod n)

k=1« nl|k k=0 < nlk

o() = |1#1] = e 1= 1@ 5
ahol d = Inko(k, n)

Primitiv egységgyokok
Tetszéleges z € C* komplex szam esetén

o(z)=n < |[z]| =n < [z] = En.

Az ilyen tulajdonsagi szamokat nevezziik primitiv n-edik egységgyokoknek.
A primitiv n-edik egységgydkok szama ¢(n).



Definicié
A G csoport nemiires részhalmazait komplexusoknak nevezziik. Komplexusok
szorzatat és inverzét elemenként értelmezziik:

AB=1{ab:ac AbecB}, Al={al:acA} (@#ABCG).
Egyelem( komplexusok esetén az alabbi egyszeriisitett jellést hasznaljuk:
{a}B=aB, B{a}=Ba (ac€ G, @#BCG).
Tétel
Egy H C G komplexus akkor és csak akkor részcsoport, ha
HHCH, 1€ H, H*CH.

Bizonyitas.
Ez csak a részcsoportokat leiré korabbi tétel atfogalmazasa.

Megjegyzés
Ha H < G, akkor nemcsak HH C H, de H C HH is teljesiil, mert
H = {1}H C HH, tehat HH = H. Hasonléan H™! = H is teljesiil.



Definicié
Tetszéleges H < G és g € G esetén a gH, illetve Hg komplexusokat a g elem H
szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyanak nevezziik.

Példa

Hatarozzuk meg a G = Zg csoportban a H = {0, 3} részcsoporthoz tartozé
mellékosztalyokat.

0+H=1{0,3}, 1+H={14}, 2+ H={25}
3+H=1{3,0}, 4+H={41}, 5+H={52}

Peélda

Hatarozzuk meg a G = Z csoportban a H = {3k : k € Z} részcsoporthoz tartozé
mellékosztalyokat.

0+H={3k:keZ}, T+H={3k+1:keZ}, 2+H={3k+2:keZ}

Tetsz6leges a egész szam esetén, a + H nem mas, mint a modulo 3 maradék-
osztalya. Kovetkezésképp

a+H=b+H < a=b(mod 3) < 3|a—b < a—beH.



Tétel
Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ relaciot:

a~b < ab lcH
Ekkor ~ ekvivalenciarelacid, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya Ha.
Bizonyitas.
HF U

Kovetkezmény
Tetsz6leges H < G esetén a H szerinti jobb oldali mellékosztalyok a G halmaz egy
osztalyozasat alkotjak. Hasonl6 érvényes a bal oldali mellékosztalyokra is.

Példa
Hatarozzuk meg a G = Zj5 csoportban a H = [5] = {1,5,8, 12} részcsoporthoz
tartozé mellékosztalyokat.

T.H= {15812} = 5-H =28 H= 12-H,
2.H = {21031} = 10-H = 3-H= T1-H,
4.H= {4769 = 7-H==6H= 9-H.



Példa

Hatarozzuk meg a G = S3 csoportban a H = {id, (23)} részcsoporthoz tartozé
jobb oldali mellékosztalyokat.

Heid = {id,(23)} = (23)-H
H-(12) = {(12),(123)} = H-(123),
H-(13) = {(13),(132)} = H-(132).

Példa

Hatarozzuk meg a G = S3 csoportban a H = {id, (23)} részcsoporthoz tartozé
bal oldali mellékosztalyokat.

id-H = {id, (23)} = (23)-H,
(12)-H = {(12),(132)} = (132) - H,
(13)-H = {(13),(123)} = (123)- H.



Definicié
A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal (vagy jobb) oldali mellékosztalyok
szamat H indexének nevezziik. Jeldlés: [G : HJ.

Lagrange tétele
Tetsz6leges G véges csoport és H részcsoport esetén

|G| = [H|-[G: H].

Bizonyitas.
Barmely g € G esetén
Ag:H— gH, h— gh
bijektiv leképezés (miért?), ezért |gH| = |H|, azaz a mellékosztalyok mind
egyforma méretiek (akkorak, mint H).

Tehat a mellékosztalyok a G halmazt felbontjak [G : H] darab |H|-elemii
részhalmazra, és igy |G| = |H| - [G : H].



Kovetkezmény
Véges csoportban minden részcsoport rendje osztéja a csoport rendjének: |H| ‘ |G|.

Kovetkezmény

Véges csoportban minden elem rendje osztéja a csoport rendjének: o(a) ‘ |G]|.
Bizonyitas.

Alkalmazzuk a fenti kdvetkezményt a H = [a] részcsoportra: o(a) = |[a]| | |G|]. O
Kovetkezmény

Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre 3" = 1.

Bizonyitas.

Alkalmazzuk a fenti kdvetkezményt: a" = (ao(a))n/o(a) =1n/0(a) = 1. O

Kovetkezmény (Euler—Fermat-tétel)

Ha a és m relativ primek (m > 2), akkor a?(™ =1 (mod m).

Bizonyitas.

Alkalmazzuk a fenti kdvetkezményt a G = Z}, csoportra (itt |G| = ¢(m)). O

Kovetkezmény
Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre a=1 = 2"~ L.



Kovetkezmény
Minden primrend( csoport ciklikus.

Bizonyitas.
Tth. |G| = p primszam. Legyen g € G \ {1} tetszéleges elem.
Ekkor o(g) = p (miért?), és igy [g] = G.

Tétel

A kis elemszam csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezsk:

1. egyelemd: {1};

2. kételemii: Zy;

3. haromelemi: Zs;

4. négyelem(i: Zy4, V;

5. otelemi: Zs;

6. hatelemii: Zg, D3 = Sg;

7. hételemi: Z.



Z.,, elemeinek rend-szerezése

Legyen r(d) a d-edrendii elemek szdma Z,-ben. Mivel minden d-edrendii elem egy
d-elemii ciklikus részcsoportot general, és minden d-elemii ciklikus részcsoportnak
¢(d) generatora van,

r(d) = ¢(d) - (a d-elemii ciklikus részcsoportok szama).

» Ha d tn, akkor r(d) = 0 (Lagrange).

» Ha d | n, akkor egyetlen d-elemii ciklikus részcsoport van, ezért r(d) = ¢(d).

A rendjeik szerint 6sszeszamolva az elemeket, ezt kapjuk:

Zn| =n =} r(d) = ) o(d).
d|n d|n



Z,, elemeinek rend-szerezése
Legyen p primszam, és legyen r(d) a d-edrendii elemek szama Z,-ban.

» Ha dtp—1, akkor r(d) = 0 (Lagrange).

» Ha H < Zj, egy d-elemii ciklikus részcsoport, akkor Vh € H: hd =1,

Tehat H elemei mind gydkei az x¢ — 1 € Z,[x] polinomnak.

Mivel Z,, test, a polinomnak nem lehet tébb gydke, mint amennyi a fokszama.
Ezért legfeljebb egy d-elemi ciklikus részcsoport létezhet.

Kovetkezésképp r(d) = ¢(d) vagy r(d) = 0.

A rendjeik szerint 6sszeszamolva az elemeket, ezt kapjuk:

Zy=p-1= Y r(d)< ¥ gld)=p-1
dlp-1 dlp-1

Ha akar csak egyetlen d | p — 1 esetén is r(d) = 0 lenne, akkorap—1 < p—1
ellentmondast kapnank.Tehat

Vd | p—1:r(d) = ¢(d).



Tétel
Ha p primszam, akkor minden d | p — 1 esetén létezik d-edrendi elem Z,-ban.

Kovetkezmény
Ha p primszam, akkor Zj ciklikus csoport; a generatorelemeinek szama @(p —1).

Definicié
Ha g € Z}, hatvanyaiként minden modulo m redukalt maradékosztaly megkaphaté
(azaz Z7, = [g]), akkor azt mondjuk, hogy g primitiv gyék modulo m.

Tétel
Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok modulo m (azaz Zj, akkor és csak akkor
ciklikus), ha m =1, 2,4, p* vagy 2p* (p paratlan prim).

Peélda

Nincs primitiv gyék modulo 100, azaz Z7,-ban nincs 40-edrendii elem.
Meg lehet mutatni (HF), hogy a 1. 100 = a?® =1 (mod 100).

Megjegyzés
Ha m L 10, akkor % végtelen periodikus tizedes tort, és a periddus hossza nem
mas, mint 10 rendje a Z}, csoportban.



Ha g primitiv gydk modulo m, akkor Z}, = Z ) az alabbi izomorfizmus mellett:

@(m

l/]: Zq)(m) — Z*m
i — gi

Zy(m)
indg a <+ a

Definicié

Ha g primitiv gyok modulo m és a L m, akkor létezik olyan (modulo ¢(m)
egyértelmiien meghatarozott) i egész szam, amelyre g/ = a (mod m). Ezt az i
kitev6t az a egész szam g alapl indexének nevezziik (az m modulusra nézve).
Jeldlés: i = indg a.

Példa
Indextablazat a g = 2 primitiv gydkkel a p = 11 modulushoz:

ilo1234567809 2 [123456780910
2012485109736  indgal0 182409736 5




Allitas
Legyen g primitiv gydk modulo m, és legyen k,a,b € Z, a,b L m.
1. indg1 =0 (mod ¢(m))
2. indg(ab) =indg a+indg b (mod @(m))
3. indg(ab™1) =indg a —indg b (mod @(m))
4. indg(a¥) = k-indg a (mod @(m))
Bizonyitas.
Koévetkezik abbdl, hogy 1/1’1: z, — ‘pr(m)' a+— indg a izomorfizmus.

(Belathaté kozvetleniil is az index definiciéjabél, a logaritmus azonossagaihoz
hasonléan.)



Példa
6 —

Oldjuk meg az indextablazat segitségével az x° =5 (mod 11) kongruenciat.

a [123456780910
indgal0 18249736 5

A megoldast kereshetjiik x = 2/ (mod 11) alakban (ugye?).

x®=5(mod 11) <= 2% = 2% (mod 11)
<~ 6i = 4 (mod 10)
< i =4 (mod 5)
< i = 4,9 (mod 10)
< 2/ =56 (mod 11)
< x = 56 (mod 11)



Definici6
Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék modulo m, ha van
olyan x egész szam, amelyre x" = a (mod m).

Tétel
Legyen g primitiv gydok modulo m és tfth. a 1. m. Ekkor a pontosan akkor n-edik
hatvanymaradék modulo m, ha Inko(n, ¢(m)) | indg a.

Bizonyitas.
Az x" = a (mod m) kongruencia megoldasat kereshetjiik x = g’ (mod m) alakban.

x"=a(mod m) <= g" = g"%2 (mod m)

<= ni = indga (mod ¢(m))

Ez egy linearis kongruencia (az 7 ismeretlenre nézve), amelynek akkor és csak akkor
van megoldasa, ha Inko(n, ¢(m)) | indg a. O



Definicié

Azt mondjuk, hogy az a egész szam négyzetes maradék modulo m, ha van olyan
x egész szam, amelyre x?> = a (mod m). Ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy a
négyzetes nemmaradék modulo m.

Tétel
Legyen p paratlan prim, g primitiv gydk modulo p és tth. p t a. Ekkor a pontosan
akkor négyzetes maradék modulo p, ha indg a paros.

Bizonyitas.
Az el6z6 tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy a pontosan akkor négyzetes maradék

modulo p, ha Inko(2, p — 1) | indg a. Mivel p paratlan, Inko(2,p —1) = 2.
]



Definicié
Tetszéleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthat6 a egész szam esetén

értelmezziik az (ﬁ) Legendre-szimbdlumot a kdvetkezéképpen:

<a> _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
—1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

Tétel (Euler-kritérium)
Ha p paratlan primszam és p 1 a, akkor

(Z) =" (mod p).

Kovetkezmény
Tetsz6leges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a, b egész szamok esetén
teljesiilnek az alabbiak:

S = () (2)
L (2)-()0)

3. (_1) :(—1)"21:{ 1, hap=1 (mod4);

1, hap=3 (mod4).



Tétel (négyzetes reciprocitas)
Tetszéleges p, g kiilonboz8 paratlan primszamok esetén

1, hap=1(mod 4)vagy g=1 (mod 4);

(5) (Z) = ()T = {—1, ha p=3(mod 4) & q=3(mod 4).

Tétel
Ha p paratlan primszam, akkor

@)-cos-(

1, hap=17(mod 8);
1, hap=3,5(mod 8).



Tétel (Cayley-reprezentacio)
Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal (azaz egy szimmetrikus csoport
részcsoportjaval).

Bizonyitas.

Legyen G egy tetszdleges csoport, és tekintsiik a G halmaz Gsszes permutacidi
alkotta S szimmetrikus csoportot. Meg fogjuk mutatni, hogy G izomorf S egy
részcsoportjaval. Tudjuk, hogy a pg: G — G, x — xg leképezés barmely g € G
elemre bijektiv, tehat oz € Sg. Minden g, h € G esetén teljesiilnek az alabbiak:

L. pgPh = Pgh (Vx € G: x(pgpn) = (xpg)on = (xg)h = x(gh) = xpgn)
2. p1=id (Vx € G: xp1 = x1 = x = xid)

3. gt =pg (PgPg-1 = Pgg1 = p1 = id)

4. pg=pn = g=h (pg=pn = g=1g=1pg; = 1p, =1h=h)

Mindezekbd| kdvetkezik, hogy a {pg : g € G} halmaz részcsoportot alkot az Sg
csoportban (1,2,3), és a
p: G {pg:8€ G}, g—pg

leképezés izomorfizmus (1,4). O



