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Oszthatésag, asszocialtsag, egységek



Oszthatésag

Mostantél R mindig tetsz6leges integritastartomanyt (azaz kommutativ,
egységelemes, zérusosztomentes gy(iriit) jeldl.

Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztéja a b € R elemnek

(b tébbszdrése a-nak), ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.

Jelolés.

Az oszthatésagi relaciot | jeldli: a| b <= Jc € R: b= ac.

Ha a # 0, akkor egyetlen ilyen c létezik (mert R zérusosztémentes),
ilyenkor hasznaljuk a ¢ = g jeldlést. Ha af b, akkor a g tortet (egyeldre)
nem értelmezziik.

Tétel.
Tetsz6leges a, b, c € R esetén érvényesek az alabbiak:
(1) ala

Biz: a=a-1

(2) (a|bésb|c) = alc
Biz: (b=auésc=bv) = c=(au)v =al(uv)



Oszthatésag

Tétel (folyt.).

Tetsz6leges a, b, c € R esetén érvényesek az alabbiak:

3)1]a

Bizz a=1-a
(4) alo

Bizz 0=a-0

(5) 0|a <= a=0

Bizz 0]a < JueR:a=0-u <= a=0
(6) (a|bésalc) = a|bxc

Bizz (h=auésc=av) = btc=avtav=a(utv)
(7) a| b < ac| bc, hac#0

Bizz b=au = bc = (ac)u

c#0
bc = auc :#> b= au



Egységek

Definicid.
Azt mondjuk, hogy az u € R elem egység, ha u | 1.

Jelolés.
Az egységek halmazat R* jeldli: R* = {u ER:u| 1}.

Tétel.
Az egységek pontosan a multiplikativ inverzzel rendelkezé elemek.
Kovetkezésképp (R*, ) csoport.

Bizonyitas.
ull <= dveR:uv=1 <= u-nak van multiplikativ inverze

Az egységek halmaza zart a szorzasra: ha u-nak és v-nek van inverze,
akkor uv-nek is van: (uv) ™l =v7lu7l (=u"lv7l).

Az egységelem nyilvan egység, és egység inverze is egység, tehat (R*, )
valéban csoport. O



Egységek

EER

Néhany nevezetes gyiirii egységcsoportja:

> C*=C\ {0}, R" =R\ {0}, Q" = Q\ {0},
és altalaban tetszéleges T test esetén T* = T \ {0};

> Tix]*=T*=T\{0}
> z* = {1,-1};

> Z[i]* = {1,-1,i,—i}
(itt Z[i] ={a+bi:a,be Z} a Gauss-egészek gyiiriije);

> Z[v-5]* = {1, -1}
(it Z[y/=5] = {a+ by/=5 : a.b € Z})

> 2 ={3€Zp:alm}

> (TMM* = GLy(T) = {A€ T™" :det(A) #0}.



Asszocialtsag

Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocialtak, ha a | b és b | a.

Jelolés.
Az asszocialtsagi relaciét ~ jeldli: a~ b <= a|bésb|a.

Tétel.
Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié R-en. Két elem akkor és csak akkor
asszocialt, ha egymastdl csupan egység tényezében kiilonboznek.

Bizonyitas.
Az asszocialtsag nyilvan szimmetrikus relacid, a reflexivitasa és

tranzitivitasa pedig kovetkezik az oszthatésag reflexivitasabol és
tranzitivitasabol.

Be kell még latni, hogy (a| bés b|a) <= Jue R*: b= uva.

(b=auésa=bv) = a=a(uv) 2w — uveR”
b=ua = a=u"lb = (a|beésb]|a)



Asszocialtsag

Kovetkezmény.

Az egész szamok gylir(ijében a ~ b akkor és csak akkor teljesiil, ha
a = ®b. Két T test feletti polinom pontosan akkor asszocialt, ha
egymastol csupan egy nemnulla konstans szorzéban kiilonboznek.

Megjegyzés.

Asszocialt elemeket nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonbdztetni,
ha csak az oszthatésagot vizsgaljuk. Ha az oszthatdsagi relaciot az
asszocialtsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor mar nemcsak
reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (R/ ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb
eleme 1/ ~ = R*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Az egész szamok gyiirlijében minden asszocialtsagi osztaly {a, —a}
alaka, tehat minden osztalyban van egy (és csak egy) nemnegativ szam.
Ha minden asszocialtsagi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentalunk,
akkor az (INg; |) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében
ugyanaz, mint a (Z/ ~;|) részbenrendezett halmaz.




Legnagyobb k&zds osztoé



Legnagyobb kozos oszto

Az oszthatésag és a kongruencia fogalmat és alaptulajdonsagait szinte
sz6 szerint lehet altalanositani tetszéleges integritastartomanyra.

A legnagyobb k6z0s oszt6 nem mindig létezik, de ha létezik, akkor
hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az egész szamok gyiirGjében,
noha a bizonyitasok kicsit nehezebbek.

Definicid.

A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kézds osztéjanak nevezziik,
ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

(L1) d|aésd | b;

(L2) Vke R:(k|aésk|b) = k|d.

At € R elem legkisebb kéz6s tébbszordse a-nak és b-nek, ha kielégiti a
kovetkezé két feltételt:
(T1) a|teésb|t;
(T2) Vke R:(a|késb| k) = t]k.

Jeldleés.

Az a és b elemek legnagyobb kdz6s osztéjat Inko (a, b) vagy (a, b),
legkisebb kdz6s tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy [a, b] jeldli.



Legnagyobb kozos oszto

Megjegyzés.

Ha az a elem osztéinak halmazat D, jeldli, akkor Inko (a, b)
asszocialtsagi osztalya nem mas, mint a (D, N Dp/ ~;])
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme.

Pozitiv egészek esetén az Inko(a, b) definialhaté agy is, mint a
(D, N DpNIN; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme.

Tetsz6leges integritastartomany esetén nincs ,nagysag szerinti” rendezés,
csak az oszthatésagi relaciora tamaszkodhatunk. Itt tehat nincs moéd
kétféleképpen definialni a legnagyobb kdzds oszté fogalmat.



A legnagyobb kdzos osztéd egyértelmiisége

Tétel.

A legnagyobb kozos oszté asszocialtsag erejéig egyértelmiien

meghatarozott. Azaz barmely a, b, di, d» € R esetén

(1) ha dy és dy is legnagyobb kdzds osztdja a-nak és b-nek, akkor
dy ~ do;

(2) ha d; legnagyobb kozds osztéja a-nak és b-nek, és di ~ do, akkor
dy is legnagyobb koz0s osztéja a-nak és b-nek.

Hasonlé allitas érvényes a legkisebb kdzds tobbszordsre is.

Megjegyzés.

Az el6z6 tétel szerint a Inko (és a lkkt) nem egyértelmdi, ezért altalaban
nem azt irjuk, hogy d = Inko (a, b), hanem azt, hogy d ~ Inko (a, b).
(Az egész szamok gyiirijében megallapodtunk abban, hogy mindig a
nemnegativ legnagyobb kozds osztét vessziik, test feletti
polinomgyiiriiben pedig mindig valaszthatunk fépolinomot legnagyobb
kozds oszténak.)

Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a, b € R elemek relativ primek, ha Inko (a, b) ~ 1.



A legnagyobb k6zo6s oszté tulajdonsagai

Tétel.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb
koz0s osztdja, akkor minden a, b, ¢ € R esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a, b), c) ~ Inko (a, Inko (b, ¢))

2 a, b) ~ Inko (b, a)

(2) In
(3) Inko(a,b) ~a <= a| b
(4)

¥

) Inko (0,a) ~ a

ko (a, b)

(a. b)
Inko (2, ) ~ a
()

(1 a)

) Inko(1,a) ~ 1



A legnagyobb k6zo6s oszté tulajdonsagai

(7) Inko (a, b) - ¢ ~ Inko (ac, bc)

Bizz  c|ac,bc £ c¢|lInko(ac, bc) = 3d € R: Inko(ac, bc) ~ dc.
Azt kell ellenérizni, hogy Inko(a, b) ~ d. Tth. ¢ # 0.

(L1):  dc ~ Inko(ac, bc) £ dc | ac, bc 5 d | a, b.

(L2): k|ab = kc|ac,bc E5 ke|dc Z5 k| d.

(8) Inko (a' b) = = Inko‘za,b) - Inkot()a,b)

Biz: Legyen d ~ Inko(a, b) < 0.
Inko(2, 5) - d % Inko(a, b) ~ d = Inko(2, 5) ~ 1
(9) a L b = Inko(a, bc) ~ Inko (a, ¢)
Biz:



A legnagyobb k6zo6s oszté tulajdonsagai

Kovetkezmény.
Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb
koz8s osztoja, akkor tetszbleges a, b,c € R, a L b esetén teljesiilnek az
alabbiak:
(1) a|bc < a|c

Biz: a|bc <= (a,bc) ~a <= (a,c)~a < alc
(2) (a|césb|c) < ab|c

Bizz a| by = a|f = ab|c U

Kovetkezmény.
Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb
kozos osztéja, akkor tetszdleges a, b, ¢ € R, Inko (a, b) » 0 esetén

a| bc <~ c.

a
Inko (a, b)
Bizonyitas.

A d ~ Inko(a, b) jeldlést hasznalva:
2 ‘ c. O]

a b a|b
albc = dog d-g-c<:> E‘E'C{:) 7



Legkisebb kozos tobbszords

Kovetkezmény.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb
koz6s osztodja, akkor barmely két elemnek létezik legkisebb kozos
tobbszordse is, és minden a, b € R esetén

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) ~ ab.

Bizonyitas.
Ha a = b = 0, akkor Inko (a, b) ~ Ikkt (a, b) ~ 0. Ellenkezé esetben
d := Inko (a, b) ~ 0. Megmutatjuk, hogy t := ‘%’ eleget tesz a legkisebb

kozos tobbszoros definicidjanak.
? ?

(T1) a]tésbit:

ablk = 3Lk — 2. b1k abjy O






A legnagyobb koézos oszté |étezése

Példa.
AZ[V=5] = {a+by=5:abeZ} = {a+b/5i:abeZ}

integritdstartomanyban nem létezik barmely két elemnek legnagyobb
kozbs osztéja. Legyen u =6 és v =2+ 2y/—b.

D, = {#1, £2, £3, £ (14++v-5), £ (1 - v/-5), +6}
D, = {1, £2, £(1+v-5), £ (2++v-5)}
D,ND, = {£1, £2, £ (1++/-5)}

A (Dy,N D,/ ~;|) részbenrendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme,
ezért Inko (u, v) nem létezik.



Irreducibilitas és primtulajdonsag



Irreducibilitas és primtulajdonsag

Irreducibilis és primelemek barmely integritastartomanyban definialhatok,
és a korabban tanult tulajdonsagok egy része érvényes ilyen
altalanossagban is.

Definicid.

Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis (vagy felbonthatatlan), ha

nem nulla és nem egység, és csak tgy bonthat6 két elem szorzatara, hogy
az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a masik tényezé sziikségképpen
egység; ilyenkor trivialis faktorizaciorol beszéliink.) Formalisan:

Va,be R:p=ab = (p~avagy p~ b).
Definicid.
Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és

valahanyszor osztéja egy szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat
egyik tényezgjének. Formalisan:

Va,be R:p|lab = (p|avagyp|b).



Irreducibilitas vs. primtulajdonsag

Tétel.
Minden integritastartomanyban a primelemek irreducibilisek.

Bizonyitas.

Legyen R egy tetszleges integritastartomany és p € R egy primelem.
Ekkor p »¢ 0, 1, igy csak azt kell belatnunk, hogy p-nek minden
felbontasa trivialis.

Tekintsiik p egy tetszéleges felbontasat: p = ab. Vilagos, hogy ekkor
alpéshb|p.

Az is vilagos, hogy p | ab, tehat p primtulajdonsaga miatt p | a vagy
p | b. Az els6 esetben p ~ a, a masodik esetben p ~ b, azaz a felbontas
trivialis. m



Irreducibilitas vs. primtulajdonsag

A masik iranyq, ,irreducibilis = prim" implikacié bizonyitasanal mar
kihasznaljuk a legnagyobb kozds osztok létezését (de mast nem).

Tétel.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb
koz0s osztdja, akkor R-ben minden irreducibilis elem prim.

Bizonyitas.

Legyen R egy olyan integritastartomany, amelyben barmely két elemnek
létezik legnagyobb kozos osztdja, és legyen p € R irreducibilis. Ekkor

p ¢ R*U{0}, igy csak azt kell belatnunk, hogy p rendelkezik a
primtulajdonsaggal.

Ha p | ab, akkor ﬁ | b. Mivel p felbonthatatlan, (p,a) ~ 1 vagy
(p,a) ~ p. Az elsg esetben p | b, a masodik esetben p | a. O]

Példa.
AZ [\/—5] gy(riiben a 2 irreducibilis, de nem prim:

2| (14++v-5)(1—+v—-5),de 2f1++/-5 & 2{1—+/-5.



Egyértelmii irreducibilis faktorizacié, Gauss-gytirik



Gauss-gyiirik

A végs6 cél a szamelmélet alaptételének altalanositasa
integritastartomanyokra, vagyis egyértelmi irreducibilis faktorizacié
létezésének igazolasa. Kiilon nevet is érdemelnek azok az
integritastartomanyok, amelyekben ez megteheté.

Definicié.

Gauss-gyiiriinek nevezziik az olyan integritastartomanyokat, amelyekben
minden a nullatél és az egységektdl kiilonbdzs elem irreducibilis elemek
szorzatara bomlik, és ez a felbontas a tényezék sorrendjétél és

asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmi.

Tehat az R integritastartomany Gauss-gy(ir(, ha minden

a€ R (a#0,a1) esetén leteznek olyan py, ..., pp € R irreducibilis
elemek, hogy a = py - ... pn; tovabba amennyiben a =gy ... - gm egy
masik irreducibilis faktorizacié, akkor n = m, és létezik olyan 7t € S,
amelyre p; ~ giz (i=1,...,n).



Gauss-gyiirik

Tétel.
Ha az R integritastartomany rendelkezik az alabbi két tulajdonsaggal,

akkor R Gauss-gyiirii:
(A \\) Az (R/ ~;|) részbenrendezett halmazban nincsen végtelen
szigortian csdkkend sorozat, vagyis ha --- | a3 | a2 | a1, akkor van
olyan k € IN, amelyre ay ~ agi1 ~ a2 ~ - .

(FInko) R-ben barmely két elemnek létezik legmagyobb kdzds osztéja.

Bizonyitas.

Egzisztencia: Ha a = 0,1 és a nem irreducibilis, akkor van nemtrivialis
felbontasa. A tényezéket megint felbontjuk, ha lehet, és igy folytatjuk a
felbontogatast, amig minden tényezd irreducibilis lesz. Ha ez az eljaras
nem érne véget véges sok lépésben, akkor kapnank egy végtelen
osztésorozatot, ami ellentmond a (# ) feltételnek.



Gauss-gyiirik

Tétel.
Ha az R integritastartomany rendelkezik az alabbi két tulajdonsaggal,

akkor R Gauss-gyiirii:
(A \\) Az (R/ ~;|) részbenrendezett halmazban nincsen végtelen
szigortian csdkkend sorozat, vagyis ha --- | a3 | a2 | a1, akkor van
olyan k € IN, amelyre ay ~ ay11 ~ akio~---.

(FInko) R-ben barmely két elemnek létezik legmagyobb kdzds osztéja.

Bizonyitas.

Unicitas: Tth. a~p1-...-pp~q1 ...  gm két irreducibilis
faktorizacié. Mivel p; osztéja a bal oldalnak, osztéja a jobb oldalnak is,
és igy p1 primtulajdonsaga miatt p; | g; valamely i-re. Ez csak agy lehet,
hogy p1 ~ g;, mert g; irreducibilis.

Igy tehat pi-gyel (gj-vel) egyszeriisithetiink. Ezt folytatjuk addig, amig el
nem fogynak a tényezék. Veégiil kapunk egy parbaallitast a p1,..., pn
elemek és a g, ..., gm elemek kozott Ggy, hogy az egy parba tartozé
elemek asszocialtak. Tehat n = m és a két felbontas lényegében (sorrend
és asszocialtsag erejéig) megegyezik. O



Gauss-gyiirik

Tétel.
Legyen R Gauss-gyiirii, és legyen a, b € R primfelbontasa

ar~pte. o phn ésb~p11~...~p§".

Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
(1) alb <= a;<B; (i=1,...,n);

p’Ti"(”‘nv.Bn) .

1

(2) Inko (a, b) ~ p;“i”(ﬂﬁﬁﬂ )

p’TaX(“mﬁn) ]

(3) Ikkt (a, b) ~ pMrbr)

Bizonyitas.
Ugyanaz mint az egész szamok esetén, felhasznélva a primfelbontas

|étezését és egyértelmiiségét. O



Gauss-gydrik

Kovetkezmény.
Egy integritastartomany akkor és csak akkor Gauss-gyfird, ha teljesiti a

() és (FInko) feltételeket.



Euklideszi gyiiriik



Euklideszi gytrik

A kovetkezékben specialis integritastartomanyokat vizsgalunk,
amelyekben létezik barmely két elemnek legnagyobb koz&s osztéja. Az
egész szamok korében a maradékos osztas, illetve az arra épiil6 euklideszi
algoritmus garantalta a legnagyobb kdzos oszt6 létezését. Az euklideszi
gyiirii fogalma ezt a tulajdonsagot altalanositja.

Definicié.

Az R integritastartomanyt euklideszi gyirinek nevezziik, ha létezik olyan
II-I| : R — No, a+ ||a|| leképezés (ugynevezett euklideszi norma), amire
teljesiilnek az alabbiak tetszéleges a € R és b € R\ {0} esetén:

(1) ||lal =0 <= a=0;
(2) alb = |l <[]
(3) dg.re R:a=bg+rés|r| <|b|.

Megjegyzés.

A fenti a = bq + r el6allitast itt is maradékos osztasnak nevezziik (g a
hanyados, r a maradék). A maradékos osztas lehet6vé teszi az euklideszi
algoritmus elvégzését.



Nevezetes euklideszi gyiiriik

Tétel.

Az egész szamok gyiirGjén ||al| = |a|, test feletti polinomgydiriin

||| = 29¢&8 (a 2= = 0 megallapodassal), a Gauss-egészek gyiiriijén
pedig ||z]| = |z|2 euklideszi normat definial. Ezek tehat mind euklideszi
gydiriik.

Megjegyzés.

Az el6z6 tételben furcsanak tiinhet a test feletti polinomgyiiriikre
megadott euklideszi norma. Az exponencialis fliggvényre csak azért volt
sziikség, hogy a nulla polinomnak (de csak annak!) nulla legyen a
norméaja. Ugyanezt elérhetjiik masképpen is, példaul legyen

degf+1, haf #0;
Il = 0, haf=0.



Euklideszi algoritmus euklideszi gyfiriiben

Tétel.

Euklideszi gy(riiben barmely két elemnek létezik legnagyobb kdzds
osztéja, és az el6all a két elem ,linearis kombinaciéjaként”. Formalisan:
ha R euklideszi gyiirti, akkor Va,b € R 3x,y € R : ax + by ~ Inko (a, b).

Bizonyitas.
Szinte sz6rdl széra ugyanaz, mint egész szamokra. Hajtsuk végre az
a=:ry #0és b=:r # 0 elemekre az euklideszi algoritmust:

rn = qin+nr O < |lr2f| < [Irell):
n=aqntrn 0<|n]<|rl|):
rn=qrtn (0<|nl<l|nsl]);

ricy = qiritrivr (0 <[l < |nll):

Mivel ||r1]| > |r2]| > ||r3]| > - - -, az eljaras véges szamu Iépés utan
véget ér: létezik olyan n € IN, hogy r,+1 = 0. Ekkor Inko(a, b) ~ ry, és
a szokasos visszahelyettesitésekkel kapunk minden j-re olyan x;, y; € R

elemeket, amelyekre ax; + by; = r;. [



Euklideszi gyiiriik és Gauss-gyiirik

Tétel.
Minden euklideszi gyiirii Gauss-gy(ir(.

Bizonyitas.

A () feltétel azert teljesiil, mert ha a; 1 valédi osztéja aj-nek (azaz
aj11 | aj, de aj11 ~ a;), akkor ||ajy1]| < [|aj||. Tehat, ha aj, as,... egy
szigortian cs6kkend sorozat az (R/ ~; |) részbenrendezett halmazban,
akkor ||a1|| > ||a2|| > ||a3|| > - - -, ez pedig nem lehetséges, mert a
normak mind nemnegativ egész szamok.

A (FInko) feltételt most bizonyitottuk be az euklideszi algoritmus
segitségével. O
Kovetkezmény.

Az egész szamok gyliriije, minden test feletti polinomgyfird, valamint a
Gauss-egészek gyiirije Gauss-gy(ir(.

Megjegyzés.

A fenti tétel megforditasa nem igaz: az egész egyiitthatés polinomok
Z[x| gyiirje Gauss-gyiirii, de nem euklideszi gyfird.



Gauss-primek

Tétel.
» Ha a p primszam 4k + 3 alaka, akkor p a Z[i] gydriiben is
felbonthatatlan.

» Ha a p primszam 4k + 1 alaka, akkor a Z[i] gy(riiben két
irreducibilis elem szorzatara bomlik: p = (a+ bi) - (a — bi).

» A 2 primszam is felbomlik Z[i]-ben 2 = (141i) - (1 — ).

A Gauss-egészek gydirtjének irreducibilis elemei éppen a fenti
felbontasokban szereplé elemek (asszocialtsag erejéig).

Tétel (Kétnégyzetszam-tétel).
Egy pozitiv egész akkor és csak akkor bonthaté két négyzetszam

Osszegére, ha primhatvanytényezés felbontasaban a 4k + 3 alakd primek
paros kitevével szerepelnek.



=1

matekosok, hogy a tavaszi
absztrakt algebra az 6szinek a
hatvanyozott nehezitése...
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