Gyltrik



1. Hanyadostest
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Tétel
Minden integritastartomany bedgyazhato testbe.

Biz.
Legyen R integritdstartomdny, és értelmezziink az R x (R \ {0})
halmazon két muiveletet a kdvetkez6képpen:

(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) .

Mindkét miivelet asszociativ és kommutativ (HF), viszont a szorzas
sajnos nem disztributiv az 6sszeaddsra:

((a, b) + (¢, d)) - (e, f) = (ade + bce, bdf),
(a,b) - (e,f) + (c.d) - (e, f) = (adef + bcef, bdf?).
Vezessiink be egy ~ reldciét az R x (R \ {0}) halmazon:

(a, b) ~ (c,d) & ad = be.

Ez egy ekvivalenciareldcié, ami kompatibilis a fenti miveletekkel, vagyis
kongruencidja az (R x (R \ {0}); +,-) algebranak (HF).



Biz. (folyt.)

AT :=(Rx(R\{0});+,)/ ~ faktoralgebrdban mar teljesiil a
disztributivitds (és az asszociativitds meg a kommutativitas se romlik el).
Jeldlje az (a,b) € R x (R \ {0}) elem ~ szerinti osztalyat (a, b).

> additiv egységelem: (0,1)

> (a, b) additiv inverze: (—a, b)

(a, b) + (—a, b) = (0, b%) = (0,1)

» multiplikativ egységelem: (1,1)
> (a, b) # (0,1) multiplikativ inverze: (b, a)

(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = (1,1)
Tehdt T test.

Az (a,1) alaki elemek egy R-rel izomorf részgyliriit alkotnak T-ben,
hiszen kénnyli ellenérizni (HF), hogy

p:R—=T,a—(a,1)

injektiv homomorfizmus (vagyis bedgyazas). O



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q= Q Quy =Q(i), Q= Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K, hiszen (a, b) = (ab~1,1).

> Ha K test, akkor Qg = K (x) = {g: f.e e Klx],g # 0};
ez a K feletti racionalis tortek teste.
(Nem keverendd a raciondlis tértfiiggvényekkel, ahogy a polinomok
se keverendék a polinomfiiggvényekkel!)



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)

izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O

Tétel
Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qg egy izomorf példdnyadt.

Biz.
Definidljuk az alabbi ¢ leképezést:

©: Qr — K, (a,b) — ab™ L.

Egyszer(i szdmolds mutatja (HF), hogy ez a leképezés egy jéldefinidlt
injekcid, ami felcserélhet az Osszeadassal és a szorzassal is, tehdt
bedgyazas. OJ



Kovetkezmény

Legyen K minimdlis olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R
integritdstartomdnyt (azaz K-nak nincs olyan valddi részteste, ami
tartalmazza R-et). Ekkor K & Qg.

Biz.
Az el6z6 tételt alkalmazva kapjuk, hogy K tartalmaz Qg-rel izomorf
résztestet. A minimalitds miatt ez a résztest csak maga K lehet.

O



2. Karakterisztika, primtest
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Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
charC =charR =charQ =charZ =0

v

v

charZ,=n

v

char R [x] = charR

v

char R"™" = char R



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = o(r.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke.rne:(e_|_..._|_e).(e_|_..._‘_e):(e.e{.....‘.e.e):ne:o7

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén
la = a+---+a=-¢e-a+---+e-a= (e+---+e)-a
=Vle-a=0 < [le=0,

tehdt o(r, 1) (a) = n. EbbdI rogton kovetkezik, hogy char R = n.



Definicié

Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.
Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest

primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)

Tétel

Ha a T test karakterisztikdja p, akkor primteste izomorf Z,-vel.
Ha a T test karakterisztikdja 0, akkor primteste izomorf Q-val.
Biz.

Ap:7Z — T, k— ke leképezés gylirlihomomorfizmus

(itt e € T a multiplikativ egységelem):

kp+lp = ke+le = (k+£8)e = (k+40)p;
ko tp = ke-te — (k-f)e = (k-0)p.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a ¢: Z — T, k — ke gyliri-
homomorfizmusra.

kerop = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.
» Hachar T =0, akkor Z/kerp =7/ (0) = Zyp <g T.

Nyilvdn Z/ (0) = Z, tehat T tartalmazza részgyliriiként
Z egy izomorf példanyat, és igy Z hanyadosteste, vagyis
Q egy izomorf példanyat is.

Ekkor T primteste {X& : k. m € Z, m # 0} = Q.

me



Tétel
Ha T véges test, akkor T elemszdama primhatvany.

Biz.
Jelolje K a T test primtestét. Mivel T véges, K = Z,, ahol p = char T.

Ekkor T végesdimenzids vektortér K felett. Ha dimg T = n,
akkor T izomorf a Z, feletti elem n-esek vektorterével
(az izomorfizmust egy rogzitett bazisbeli koordinatasorok adjak).

Kovetkezésképp | T| = p". O
Megjegyzés

Minden g primhatvényra |étezik g elemszami test, és ez a test izomorfia
erejéig egyértelmilen meghatdrozott. Jelolés: GF (q).

Példaul
ZP = GF (p) ’

v

v

Zz[x]/(xz+x+1) =~ GF(4),

v

Zo[x]/ (x®*+x+1) = GF(8),

v

Zz[x]/ (x* +1) = GF(9), stb.
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3. Egyszerii gyliriik

[F] 111/5,14



Allitas
(1) Ha R kommutativ egységelemes gyiirii, akkor az a € R elem 3ltal
generalt fbidedl (azaz a legsziikebb idedl, ami tartalmazza a-t):

(a) =aR={ar: re R}.
(2) Ha R nem egységelemes, akkor az aR halmaz nem biztos, hogy

tartalmazza az a elemet (de aR < R tovdbbra is fennall).
llyenkor az a elem altal generalt féideal igy fest:

(a) ={ka+ra: keZ,r e R}.

Biz.
A tablan.



Mostantdl R kommutativ (de nem feltétleniil egységelemes) gyiriit jeldl.
Definicié
Az a € R elem annullatoran az alabbi halmazt értjiik:

Ann(a)={re R: ra=0}.

Allitas

Minden a € R esetén Ann (a) idedl R-ben.

Biz.

HF =
Megjegyzés

Az a € R elem akkor és csak akkor zérusosztd, ha Ann(a) # {0}.
Definicié

Az R gylriit zérégyitiriinek nevezziik, ha Va,b € R: ab = 0.
Megjegyzés

Tetszéleges (R; +) Abel-csoport zérégyiiriivé tehetd, ha a szorzést a fenti

mddon definialjuk.
Ebben a gylirliben minden additiv részcsoport részgylirii (sét idedl) lesz.



Tétel
Barmely legalabb kételemii kommutativ R gylir(i esetén az alabbiak
ekvivalensek:

(1) R egyszerii gyiiri.
(2) R test vagy primrendii zérogyiir.

Biz.
A kovetkezd oldalon. O

Kovetkezmény

Barmely legalabb kételemii egységelemes kommutativ R gyiirii esetén az
aldbbiak ekvivalensek:

(1) R egyszerii gyiiri.
(2) R test.



Tétel
Barmely legalabb kételemii kommutativ R gylir(i esetén az alabbiak
ekvivalensek:

(1) R egyszerii gyiiri.

(2) R test vagy primrendii zérégyiiri.

Biz.

(2) = (1): Korabban lattuk, hogy a testek egyszerii gyiiriik.

Egy primrendli zérégyliriinek pedig a Lagrange-tétel szerint nincs
nemtrividlis additiv részcsoportja.

(1) = (2): Ha R egyszerti, akkor
Vae R\ {0}: Ann(a)={0} vagy Ann(a) =R,

ezért (1)

Vae R\ {0}: Ann(a)= {0} vagy Vae R\{0}: Ann(a)=R.



Biz. (folyt.)
Ha Vae R\ {0} : Ann(a)= R, akkor R zérdgylirii. Ekkor

(R;+,-) egyszerli gyliri < (R;+) egyszerli csoport <= |R| primszam.

Ha Vae R\ {0} : Ann(a)= {0}, akkor R zérusosztémentes, tehit
R\ {0} zart a szorzdsra. Mivel R egyszerii, minden a € R esetén aR = R
(miért nem lehet aR = {0}7), azaz

Vae R\ {0} Vbe R3Ix € R: ax=b.

Ez azt jelenti, hogy az (R \ {0} ;) félcsoport miivelete invertdlhatd,
tehat csoport. Kovetkezésképp R test. |



Tétel
Ha T test, akkor a T"*" mdatrixgylirii egyszer(i.

Biz.
Jeldlje Epg € T"™" azt a matrixot, amelyben a p-edik sor g-adik helyén 1

all, az Gsszes tobbi helyen pedig 0. Egyszer(i szamolassal ellendrizheték
az aldbbiak tetszéleges A = (a;) € T"*" matrixra:

> E,q - A az a mdtrix, amelynek p-edik sora megegyezik az A mdatrix
g-adik soraval, az 6sszes tobbi eleme pedig 0;

> A E, az a matrix, amelynek t-edik oszlopa megegyezik az A matrix
s-edik oszlopdval, az dsszes tobbi eleme pedig 0;

> kovetkezésképpen Epq - A- Est = ags - Ept.



Biz. (folyt.)

Legyen most {0} # [ < T"*", és legyen 0 # A € |. Az A métrixnak van
legaldbb egy nemnulla eleme, mondjuk ags # 0.

Ekkor minden p,t € {1,..., n} esetén

-1 -1
aqs 'qu'A'Est:aqs -aqs-Ept:EptG I,

a szivé tulajdonsag miatt. Tehdt az E,; mdtrixok mind benne vannak
I-ben. Ebbdl kovetkezik, hogy | minden matrixot tartalmaz, hiszen
barmely B € T"*" matrixra

B=> by Excl

p,t=1
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