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1. Alapfogalmak

[Sz] V/3, XII1/1,2; [F] 11/1-7 (+ el8ismeretek!)



Definicié

Ha egy nemiires halmazon kettd kétvaltozds miivelet is értelmezve van
(nevezziik az egyiket &sszeaddsnak, a mésikat szorzdsnak) tgy, hogy az
alaphalmaz az Gsszeadas miiveletével kommutativ csoportot, a szorzas
miiveletével pedig félcsoportot alkot, és a szorzas disztributiv az
Osszeadasra, akkor ezt a kétmiiveletes struktirdt gyiiriinek nevezziik.

"o

Formalisan: (R;+,-) gyiiri, ha R nemiires halmaz, és

(1) (R;+) Abel-csoport;

(2) (R;-) félcsoport;

(3) Va,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a.
Definicié

Az (R; +) csoportot az (R; +,-) gyliri additiv csoportjanak nevezziik,

és ennek megfeleléen beszélhetiink additiv egységelemrdl és additiv

inverzrol is.
Az (R;-) félcsoportot neve: a gyiirli multiplikativ félcsoportja.



Tetszoleges gylrliben 0 jeloli az additiv egységelemet, az a gylirlielem
additiv inverzét pedig —a jeldli, és értelmezhetjiik a kivonds miiveletét a
b—a= b+ (—a) képlettel.

Allitas

Ha (R; +,-) gylirli, akkor minden a € R esetén a-0=0-a =0 teljesiil.
Megjegyzés

Sok hasonld, az egész szamokkal végzett miiveleteknél megszokott
tulajdonsdg érvényes tetszbleges gyliriiben, példaul

a(b—c)=ab— ac, —(ab) =(—a)b=a(-b).
De vigyazat: a szorzas altaldban nem kommutativ, igy példaul

(a+ b)(a— b) = a? — b? vagy (a+ b)* = a® + 2ab + b2
mar nem teljesiil minden gydriiben!



Definicié

Ha egy gytirliben nemcsak az 6sszeadds, hanem a szorzas is kommutativ,
akkor kommutativ gyiriinek nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de
multiplikativ egységelem is Iétezik (amelyet 3ltaldban 1 jeldl), akkor
egységelemes gyiiriir6l beszéliink.

Definicié

Ha egy gylirli a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor
azt mondjuk, hogy a és b zérusoszték. Ha egy gylriiben nincsenek
zérusoszték (azaz nulldtdl kiilonbozd elemek szorzata sosem nulla), akkor
zérusosztomentes gyiiriinek nevezziik. A kommutativ, egységelemes,
zérusosztdmentes gylirli neve integritdstartomany.

Allitas
Integritastartomdnyban lehet nemzérd elemmel egyszeriisiteni, azaz
tetszéleges a, b, c (c # 0) elemekre

ac=bc — a=b.



Definicié

Legyen R egységelemes gylirli. Az a € R elemet egységnek nevezziik, ha
létezik multiplikativ inverze, azaz létezik olyan a—! € R elem, amelyre
aa ! =ala=1 teljesiil.

Tétel

Az egységek barmely egységelemes gyliriiben csoportot alkotnak a szorzas
miiveletére nézve.

Definicié
Az R gylirli egységeinek multiplikativ csoportjét R egységcsoportjanak
nevezziik és R*-gal jeloljiik.



Definicié
Testnek neveziink egy integritdstartomanyt, ha legaldbb kételemd, és
minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze.

Definicié
Ha T test, akkor (T \ {0};-) Abel-csoport, amelyet a T test
multiplikativ csoportjanak hivjuk.

Megjegyzés

A definicié alapjan vildgos, hogy egy legalabb kételemli R kommutativ
egységelemes gylirli akkor és csak akkor test, ha egységcsoportja a nulla
kivételével minden elemet tartalmaz, azaz R* = R\ {0}.

Mivel gyliriiben és testben a két miiveletet dltaldban + és - jeldli, ezeket
nem irjuk mindig ki, tehat (R;+, ") illetve (T; 4+, ) helyett egyszeriien
csak R gylrirdl, illetve T testrdl beszéliink.



Példa
» C, R, Q: test

> 7Z: integritdstartomany, egységcsoportja: {1,—1}
» RT, QF, N: nem is gyiirii

» {pdros szamok}:
kommutativ, zérusosztémentes gylir(i (nem egységelemes)

» {pdratlan szdmok}: nem is gyiirli

» {irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

> {véges tizedestortek}: integritdstartomany (mi az egységcsoportja?)
> Z12: kommutativ, egységelemes gyiir(i (nem zérusosztémentes)

» 713 test

> R™": egységelemes gylirli (nem kommutativ és nem
zérusosztémentes), egységcsoportja: GL, (R)



Definicié

Legyen R egy gyiirli és S C R. Ha S az R-bél ,6rokolt” miiveletekkel
maga is gylri, akkor azt mondjuk, hogy S részgyiiriije az R gylirlinek.
Hasonléan definidlhaté a résztest fogalma is.

Allitas
Tetszbleges R gyiirii és () # S C R esetén S akkor és csak akkor
részgyiiriije R-nek, ha

» S zdrt az bsszeaddsra: Va,be€ S: a+be S;

» S zart a kivondsra: Va,b€ S: a—b=a+(—b) €S,

» S zdrt a szorzdsra: YVa,be€ S: a-be S.

Allitas
Tetsz8leges T test és () £ S C T esetén S akkor és csak akkor részteste
T-nek, ha

» S zdrt az bsszeaddsra: Va,b€e S: a+ b€ S;

» S zdrt a kivondsra: Va,b€S: a—b=a+(—b)€S;

» S zdrt a szorzdsra: Va,be S: a-be S;

> S zdrt az osztdsra: Ya,b€ S: a/b=a-b"1 €S, hab#0.



Tétel
Részgyliriik metszete is részgylirii, résztestek metszete is résztest.

Definicié
Legyen R egy gylrii, és B C R. A B halmaz altal generdlt részgyiirii a
legszlikebb olyan részgylirli, ami tartalmazza B-t:

N s

BCS<R

Megjegyzés

Az iires halmaz generdtuma a legsziikebb részgyiirii: [0],, = {0}.
Definicié

Ha [B],, = R, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere az R
gyurinek.

Megjegyzés
Hasonlé médon definidlhaté a generalt résztest, illetve test

generétorrendszerének fogalma is. A legsziikebb résztest:
[0], = [0,1], = [1], =7 (Kés&bb visszatériink ra.)



Allitas

Az R gyiiriiben a B C R részhalmaz altal generilt részgyiirii azokbdl az
elemekbdl dll, amelyek megkaphatck B U {0} elemeibél az elsé harom
alapmiivelet segitségével.

Allitas

A T testben a B C T részhalmaz altal generdlt résztest azokbdl az
elemekbél dll, amelyek megkaphatck B U {0,1} elemeibdl az elsé négy
alapmlivelet segitségével.

Példa

Hatarozzuk meg a komplex szamok testében a megadott részhalmaz altal
generalt részgylirit, illetve résztestet.

[0],, = [0],, = {0}

[0, =[0,1], =[1],=Q

1, =Z

[y, =21l = {a+bi:a,beZ}
[il, = Q(i) = {a+ bi: a, b€ Q}

v

v

v

v

v



Példa (folyt.)
> [Zu{V2}],, =Z[V2] = {a+ bv2: a,bc Z}
> [QU{V2}], =Q(vD) = {a+bVZ: 2, b Q)
> [ZU{V2}],, =2 [V2] ={a+bV2+cV4: abe L}
» [QU{V2}), =Q(V2) = {a+ bV2+ c¥/A: a,b € Q}
> [ZU{m}]y =Z[x] = {f(7): f € Z[x]}

> [QUinll, =Q(x) ={t(r): teQ(x)} =

{00 rgezid.em o}



Definicié

Az a € R elem S < R részgylir(i szerinti mellékosztalyan az

a+ S ={a+s:se S} halmazt értjiik.

Megjegyzés

Az a és b elemek akkor és csak akkor esnek ugyanabba az S szerinti
mellékosztédlyba, ha a— b€ S.

Definicié

Az | < R részgyliriit idedlnak nevezziik (jeldlés: | < R), ha rendelkezik a
szivé tulajdonsaggal:

VaclVreR: arclésracl.

Példa
Legyen R integritdstartomany és m € R. Ekkor az

(m):={mr:reR}={ac€R: m|a}

halmaz idedl, amelyet az m elem 3ltal generdlt foidealnak neveziink.
A megfelel6 mellékosztalyozds éppen a modulo m kongruencia:

a+(m) = b+(m) < a—be(m) < m|a—b < a=b (modm).



Tétel

Ha | <« R, akkor az | szerinti mellékosztalyozas kompatibilis osztalyozdsa
R-nek. A megfelelé faktoralgebra gylirii, melyet az R gylirii | idedl
szerinti faktorgyiiriijének neveziink és R/I -vel jeldljiik.

A faktorgyliriibeli miiveleteket a kévetkez6képpen végezziik:

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1  (a+1)-(b+1)=(a-b)+1.

Biz.
[F] NI. fejezet, 3.8. és 3.9. Tétel.

Mivel az R-beli sszeadds kommutativ, (/; 4+) norméaloszté (R; +)-ban,
igy az | szerinti mellékosztdlyozads kompatibilis az Gsszeadassal.

A szorzdssal valé kompatibilitds a szivé tulajdonsagon (és a
disztributivitadson) mulik:

(a+1)-(b+1) =a-b+a-l+1-b+l-1Ca-b+l+I+I=a-b+].
]



Tétel

Ha ~ kongruencidja az R gyiiriinek, akkor | := {a€ R: a~ 0} <R, és a
~ kongruencidahoz tartozé kompatibilis osztdlyozds nem mds, mint az |
ideal szerinti mellékosztalyozas.

Biz.
[F] 1I1. fejezet, 3.8. Tétel. O

Példa

Ha | = (m), akkor R/ (m) az R gylirli modulo m maradékosztaly-
gylrije.

Definicié
Ha az R integritdstartomadnyban minden ideal féideal, akkor azt mondjuk,
hogy R féidealgyiiri.

Példa

Az egész szamok gyliriije, a test feletti polinomgyliriik (és altaldban
minden euklideszi gy(irii) f8idealgylirii, de példaul Z [x] nem f&idedlgyiiri,
mert {f € Z[x] : f (0) paros} <Z[x] de nem f&idedl (HF).



Definicié

Legyen R és S két gylirli, és p: R — S egy leképezés. Azt mondjuk,
hogy ¢ gytirihomomorfizmus, ha felcserélhetd az Gsszeaddssal és a
szorzassal is, azaz

Va,beR: (a1+a)p = a1 + axyp;
Va,beR: (a1 -a)¢ = aip - axp.

Definicié
Legyen [ idedlja az R gylriinek. Ekkor a

viR—=R/l, ar—a+|

leképezés sziirjektiv homomorfizmus (HF), amelyet az / idedlhoz tartozé
természetes homomorfizmusnak neveziink.

A természetes homomorfizmus mutatja, hogy minden faktorgy(irii el6all
homomorf képként. Ennek a forditottja is igaz: minden homomorf kép
faktorgylirii (legaldbbis izomorfia erejéig).



Definicié
A ¢: R — S gylirihomomorfizmus magja :

kero :={a€ R:ap=0}.

Tétel (Gylirtielméleti homomorfiatétel)
Ha ¢: R — S gylirihomomorfizmus, akkor ker p < R és

R/kerp =2 Rp < S.

Tétel (I. izomorfiatétel)
HaS<RéI«R, akkor | <S+1<Ré SNI<xS <R, tovabbd

(S+1)/1=S/Snl.



Tétel (Megfeleltetési tétel)

Ha | <R, akkor R/ részgyiiriii kblcséndsen egyértelmiien megfelelnek az
R gylirii |-t tartalmazo részgyiiriiinek.

A J < R részgyiiriinek (ahol | < J) az F := J/I < R/I részgyiirii felel
meg.

Tétel (1. izomorfiatétel)

Ha J < R és F < R/I a fentiek szerint egymdsnak megfelel8 részgyiiriik,
akkor J9<R <= F < R/I. Ha ez teljesiil, akkor (R/l)/F = R/J, azaz

(R/1)/ (/1) = R/J.



Definicié
Az A és B gylriik direkt szorzatan azt a gyurit értjilk, melynek
tartéhalmaza A x B, miiveletei pedig a kovetkez6képpen vannak
definidlva:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b))  és
(a1, b1) - (a2, b2) = (a1a2, b1 b2) .

Tétel

Ha n és m relativ primek, akkor Z., X Zpy = Zipm.
Biz.

[Sz] X/4.5. Tétel.

Kovetkezmény

Ha n és m relativ primek, akkor 7, x 7}, =2 7.
Biz.

Vildgos (?), hogy izomorf gyiiriik egységcsoportjai is izomorfak. Tehat

* ~ x * *
Ly = (L X ZLm) =7 X7,



2. Faktortest

[Sz] XIlI/2; [F] VI/4 (4 elSismeretek!)



Tétel
Barmely legalabb kételemii kommutativ egységelemes R gylirii esetén az
aldbbiak ekvivalensek:

(1) R egyszerii gyiirii (azaz csak két idedlja van: {0} és R);
(2) R test.

Biz.
R egyszeri — R test:

Csak azt kell beldtni, hogy R minden nemnulla elemének van
multiplikativ inverze. Tetszéleges a € R\ {0} esetén {0} # (a) < R, ezért
R egyszerlisége miatt (a) = R. Ebbdl kévetkezik, hogy 1 € (a), azaz
dbe R:ab=1.

R test — R egyszeri:

Legyen {0} # /<R és 0 # ac [. A szivé tulajdonsdg miatt minden
r € R esetén r = (ra’l) acl, tehat I = R. O



Kovetkezmény
Legyen R kommutativ egységelemes gyiirii és | <« R. Ekkor az aldbbiak

ekvivalensek.
(1) I maximdlis ideal (azaz BJ<R: 1 C JCR).
(2) Az R/I faktorgyiirii test.

Biz.
A megfeleltetési tétel szerint | pontosan akkor maximalis ideal,

ha R/I legaldbb kételem(i egyszer(i gyiirli, vagyis — az el6z5 tétel szerint
— test. 0



Kovetkezmény

Legyen R féidedlgyiirii de nem test, és legyen m € R. Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek:

(1) Az m € R elem irreducibilis.

(2) Az R/ (m) faktorgyiirii test.

Biz.

Az oszthatésag és az asszocidltsag szoros kapcsolatban van a féidedlokkal:

Va,be R: a|b — (a)2(b)
Va,beR: a~b << (a)=(b)

Emiatt m valddi osztéi megfelelnek az (m) ,folotti” (f6)idedloknak.

Kovetkezésképp az (m) idedl akkor és csak akkor maximalis, ha m-nek
asszocialtasag erejéig pontosan két osztdja van: 1 és maga m.

Ezek éppen az irreducibilis elemek, kivéve ha m = 0 és R test
(miért)? O



Kovetkezmény
L test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi

egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12413 = 25 = 8
12 =12 = 5§
12-13 = 156 = 3
D' = 7 « 2.u=1
< 12u=1 (mod17)
<— dveZ:12u=1+17v
<= u=10 (mod17)
— u=10



Kovetkezmény
Tetszbleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n-—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+ai1Xx+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szamolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni
> multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy ,diofantoszi”
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Kovetkezmény

Ha f € Z, [x] egy n-edfokii irreducibilis polinom, akkor Z, [x] / (f) egy p"
elemszamd test.

Megjegyzés

Meg lehet mutatni, hogy minden p primszam és n természetes szam

esetén |étezik n-edfokd irreducibilis polinom Z, felett. Kovetkezésképp
minden g primhatvanyra |étezik g-elemi test.



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z2[x]/ (x* 4+ 1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zy-ben.

Zn[x]/ (x® 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.

Clx]/ (x> +1): nem,

mert x> +1 = (x — i) (x + /).

Q[x]/ (x* + 4x* + 6x% + 8x + 10): igen,

mert x* + 4x3 4 6x2 + 8x + 10 irreducibilis Q felett (miért?).

2



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax?+ bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk

_ 1 : .
azu=2—x = elemet is megkapni.

T-x ' =0« 2-x-u=1
— (2-x)u=1 (modx®—7)
= WeQK:Q-x)u=1+(x>-T7)v
= u=x>+2x+4 (modx3f7)

= T=x2+2x+4

Tehdt 2—x & = X2 4+ 2x + 4.



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4+ 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X
x+1 - u x+1-u1=1

(x+1)u=1 (modx?®+x+1)
eEZox]: (x+1)u=1+(*+x+1)v
u=x (modx2+x+1)

111l

u=Xx



A négyelemili K :=Z [x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a =X, B := x + 1 jeldléssel:

+10 1 o 8B 0 1 a B

00 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 8 « 110 1 o pB

ala g 0 1 al0 a B 1

BB a 1 0 610 B 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» a =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:
fla)=a?+a+1=x*+x+1=x2+x+1=0=0.



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

> szamoldsi szabdly: 02 4+1=X>4+1=x24+1=0=0, azaza® = —1
> Osszeadds: (a+ ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a
» szorzds: (a+ ba) - (c+ da) = (ac — bd) + (ad + bc) «

Ha « helyett az i betiit hasznaljuk, akkor vildgos, hogy

R[x]/(x¥*+1)=C.



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€e T}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=>T1 <K, a—a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az

X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
igy mar van értelme kiszdmitani f () értékét:

f(a):an'an+"'+al'0[—|—ao — ainyn—f——kail}_'_aio




Megjegyzés

>

v

Az elébbi konstrukcidval barmely f € T [x] polinomnak lehet
,gyokot csindlni” az alaptest egy megfelel6 K kibovitésében.
(Ha f nem irreducibilis, akkor dolgozzunk egy irreducibilis
osztéjaval.)

Az eljarast ismételve olyan test is konstrualhatd, amelyben mar
f-nek annyi gyoke van, amennyi a fokszama, azaz f elséfoku
polinomok (gyoktényez8k) szorzatdra bomlik (f felbontdsi teste).

Transzfinit indukciéval igazolhaté olyan T test létezése is, amelyben
mar nem csak egy kivalasztott f € T [x] polinom bomlik linearis
tényez6k szorzatdra, hanem minden T feletti polinom (a T testet a
T test algebrai lezdrtjadnak nevezziik).

Az algebra alaptétele szerint a komplex szamok teste algebrailag zart
(C =C), ez a valds szdmtest algebrai lezartja is (R = C).

A raciondlis szadmtest algebrai lezartja az algebrai szamok teste.



3. Testbovitések

[F] VI/1-5



Definicid
» Az [ testet a K test bovitésének nevezziik, ha K részteste L-nek.
Jelolés: L | K.

> Ha létezik véges sok aq, ..., ax elem gy, hogy L megegyezik a
KU {a,...,ak} halmaz dltal generdlt testtel, akkor azt mondjuk,
hogy az L | K bévités végesen generalt.

Jelolés: L= K (a1,...,an).

» Ha létezik « € L (igy, hogy L = K (), akkor azt mondjuk, hogy
L | K egyszerii bovités.

> Az L; | K és L, | K testb8vitések kozdtti izomorfizmuson olyan
p: L1 — Ly leképezést értiink, amelyre

> ©: L1 — L, testizomorfizmus

> |k = idk, azaz minden a € K esetén ap = a.



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

» az o, 3 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az « € L vektornak a ¢ € K skalarral vald szorzata: ca € L.

Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).

Definicié
Az kL vektortér dimenzidjat az L | K testbévités fokszamanak
nevezziik. Jeldlés: [L: K] :=dimk L.
Példa
» [C:R] =2; egy bazis: 1,/
> [Q (\@) : Q] = 2; egy bazis: 1,1/2

» [R: Q] = oo; egy linedrisan fiiggetlen rendszer: 1,7, 72, 73



Tétel (fokszamtétel)
Birmely K < L < M testtoronyra [M : K] =[M : L]-[L: K].

Biz. (csak véges fokszdmokra).

Legyen aj,...,a, bazisa az kL vektortérnek és (1, ..., B, bazisa az | M
vektortérnek. Ekkor oj3; (i=1,...,n;j=1,...,m) bazisa az yM
vektortérnek. (HF [F] VI/1.) O
Példa

Legyen K =Q, L=Q (v2), M= L(i) = Q (v2,i).
Az kL vektortér egy bazisa: a; =1, ap = /2. (vildgos)
Az | M vektortér egy bazisa: 51 =1, B, = i. (majd késébb vildgos lesz)
Az kM vektortér egy bazisa:
a1 =1, axf = V2, a1fa =i, afr = V2i.
Az kM vektortér egy tetszéleges elemének felirdsa ebben a bazisban:

a+bV2+ci+dv2i (a,b,c,deQ)



Allitas
Tetszdleges o € L | K esetén
1. A KU {a} halmaz dltal generalt részgyiirii:
{f(a): f € K[x]} = K]a].

2. A KU {a} halmaz 4dltal generdlt résztest:

{5 feekld, g(a)#0) ={t(a): te K(x)} = K (o).

Biz.
1. Az vildgos, hogy minden f (o)) (f € K[x]) alakd elem el84llithaté a
K U {a} halmazbdl az els6 harom alapmiivelettel.

Mdsrészt az is vildgos, hogy ezen elemek halmaza mar zart az els6
harom alapmiiveletre, tehat ez lesz a K U {a} halmaz §ltal generalt
részgylirQi.

2. Az vildgos, hogy minden t () (t € K (x)) alaki elem elééllithaté a
K U {a} halmazbdl a négy alapmiivelettel.

Mdsrészt az is vildgos, hogy ezen elemek halmaza mar zart a négy
alapmiiveletre, tehat ez lesz a KU {a} halmaz altal generdlt résztest.

O



Allitas

Tetsz8leges oo € L | K esetén Gy, == {f € K[x]: f (o) =0} <« K [x].
Biz.

HF -
Allitas

Legyen o € L | K és tegyiik fel, hogy Gy, # {0}. Ekkor barmely

f € K [x] polinomra az aldbbi hdrom dllitas ekvivalens.

(1) Az f polinom generdlja a Gy, idedlt: (f) = Gy,.

(2) Az f polinom minimalis fokszdmi azon nemnulla polinomok kézétt,
amelyeknek o gyodke.

(3) Az f polinom irreducibilis K felett, és o gybke f-nek.
Biz.
(1) = (2): Tegyiik fel, hogy (f) = Gy,. Ekkor nyilvan f (o)) = 0.
Ha 0 # g € K[x] és g (a) = 0, akkor
g€Gy, = f|g = degf <degg,

tehat f fokszama valéban minimadlis.



Allitas

Tetsz8leges oo € L | K esetén Gy, == {f € K[x]: f (o) =0} < K [x].
Biz.

HF O
Allitas

Legyen a € L | K és tegyiik fel, hogy Gy, # {0}. Ekkor barmely

f € K [x] polinomra az aldabbi hdrom dllitds ekvivalens.

(1) Az f polinom generdlja a Gy, idedlt: (f) = Gy,.

(2) Az f polinom minimalis fokszdmd azon nemnulla polinomok kézétt,
amelyeknek o gyoke.

(3) Az f polinom irreducibilis K felett, és o gybke f-nek.

Biz.
(2) = (3): Tegyiik fel, hogy f minimélis fokszdmd, de
nem irreducibilis: f = gh (deg g,deg h < degf). Ekkor

f(a)=g(a)h(a) =0 = g(a) =0vagy h(e) =0,

ami ellentmond deg f minimalitdsanak.



Allitas

Tetszbleges oo € L | K esetén Gy, = {f € K[x]: f (o) =0} <« K [x].
Biz.

HF

Allitds

Legyen a € L | K és tegyiik fel, hogy Gy, # {0}. Ekkor barmely

f € K [x] polinomra az aldbbi hdrom &llitds ekvivalens.

(1) Az f polinom generdlja a Gy, idedlt: (f) = Gy,.

(2) Az f polinom minimalis fokszamd azon nemnulla polinomok kézétt,
amelyeknek o gydke.

(3) Az f polinom irreducibilis K felett, és o gydke f-nek.

Biz.
(3) = (1): Tegyiik fel, hogy f (o) = 0 és f irreducibilis.
fa)=0 = (f) C Gya

— (f) = Gy, vagy Gy, = K[x]. O
firred. = (f) max. ideél} (F) Yo YABY B g



Definicié
Legyen v € L | K.

» Ha Gy, # {0}, akkor azt mondjuk, hogy « algebrai K felett.

A Gy, idedlt generdlé fépolinomot (mely egyértelmiien
meghatdrozott), az « elem K feletti minimalpolinomjanak
nevezziik. Jelélés: mq k. Az my i polinom fokszdmat az o
algebrai elem fokszamanak nevezziik.

» Ha Gy, = {0}, akkor azt mondjuk, hogy « transzcendens K felett.

» A C | Q testbdvités algebrai illetve transzcendens elemeit algebrai
szamoknak illetve transzcendens szamoknak nevezziik.
Példa

» Ha a € K, akkor (és csak akkor) « elséfoku algebrai elem:
Mok =X — Q.

» j € C | R masodfoku algebrai elem: m;g = x2 4+ 1.
» i cC|Q (ﬂ) masodfoki algebrai elem: m; o(v3) = x? 4+ 1.

» Ha z € C\ R, akkor z méasodfokii algebrai elem R felett:
2 2
m,r =x*—2Rez-x+|z|".



Példa

» /2 masodfokl algebrai szam: mso= X2 —2.

v

V2 n-edfoki algebrai szam: m g5 o = x" — 2 (miért irreducibilis?).

» 7 és e transzcendens szamok.

v

A Liouville-féle > ﬁ konstans transzcendens szdm.

v

Ha o # 0,1 és 3 ¢ Q algebrai szamok, akkor o transzcendens

szam. Példaul 2\/5, V2" és e=™/2 = | transzcendens szamok.

Példa
Hatarozzuk meg oo = 4 — /3 minimalpolinomjit C, R és Q felett.

> aeC = myc=x—a
» 0 CER = myr=x—«

> (0—4)°=3 = a2 —8a+13=0 = myg=x>—8x+13
(miért irreducibilis?)



Példa
Hatdrozzuk meg o = iv/2 — v/2 minimélpolinomjit C, R és Q felett.

> aceC = myc=x—-«

> 2:—(2—\ﬁ) = a?+2-V2=0 = mur=x*+2-V2
(miért irreducibilis?)

> (a2 —|—2) =2 = o*+40°+2=0 = mug=x"+4x>+2
(miért irreducibilis?)



Példa
Hatdrozzuk meg az o = /2 + i algebrai szam Q feletti
minimalpolinomjat.
@ =142V2 = (a®—1)°=-8 — a*—2a2+9=0
Tehat o gydke az x* — 2x? 4 9 polinomnak. Ez irreducibilis Q felett?
Az x* — 2x% + 9 polinom
» komplex gyokei:
a:\@Jri, a:ﬂ—i, ,a:,\@,,” —a=—V2+1
> C feletti irreducibilis faktorizacidja:
(x—a) (x—@) - (x + ) (x + @);
» R feletti irreducibilis faktorizacidja:

(x2 = 2v2x +3) - (x® + 2V2x + 3);

» Q feletti irreducibilis faktorizacidja: x* — 2x2? 4 9.

Tehdt my,0 = x* —2x2 + 0.



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K (a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g (o) # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t () értelmezett, mert o transzcenden-

v K(x)—= L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().
A homomorfiatétel szerint K (x) = K (x) /(0) = K («); a megfelel§
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Minden ¢ € K esetén cp = c(a) = ¢, tehdt ¢ nem csak a K (x) és K («)
testek, de a K (x) | K és K (a) | K testbdvitések kozott is izomorfizmust
[étesit.



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a)| K = K(x)| K az alabbi ¢ izomorfizmus mellett:
0 K(x) = K(a), t— t(a):;

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek ¢ melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.

Tehdt [K (o) : K] =

Konkrétabban: ha 1,a,a?,a3, ... linedrisan sszefiiggd lenne, akkor
valamelyik tagja eIoaIIna az ot megelozo tagok linearis kombinacidjaként:

o =gak+- +aa+al (..., € K).

Ekkor a gyoke lenne a nemzéré x**1 — gxk — ... — c;x — ¢ € K [x]
polinomnak, ami ellentmond « transzcendencidjanak. O



Kovetkezmény
Test egyszerii transzcendens bévitése izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozott.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii transzcendens bévitések, akkor
K(a)| K =2 K(B)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(a) = K(P), t(a) = t(B) (teK(x).

Biz.
Tudjuk, hogy K (a) | K = K (x) | K = K(8) | K:

K(a) <&~ K(kx) = K(B)
t(a) <— t — t(B)

A két izomorfizmust ,sszevarrva” kapjuk a ¢ = 017 izomorfizmust:

K@) =5 K(B)
ta) — t(B)



Kovetkezmény
Minden K testnek létezik egyszerii transzcendens bévitése, és ez a bévités
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

> egzisztencia: K (x)



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) =K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
o: K[x]/(mak) = K(a), ff(a);
(2) [K (@) : K] = deg ma k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f— f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfelel6
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mq, k) test, igy K [a] is az.
Kévetkezésképp K [a] = K ().

Minden ¢ € K esetén Cp = c(a) = c, tehdt ¢ a megfeleld testbdvitések
kozott is izomorfizmust létesit.



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) = Kle]

(1) K(a)| K = K[x]/(max) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
o1 K[x]/ (max) = K(a), f e f(a);

(2) [K(a): K] = degma k.

Biz.

(2): Legyen n=degmgy k. A K[x]/(ma,k) test elemei egyértelmiien
eléalinak

an_1 X"l ax+ ap = a,,,li"_l—i—- --+ai1x+ag (ao, ay,...,an—1 € K)

alakban.

Ez azt jelenti, hogy 1,X,...,x" ! bazisa a K feletti K [x] / (Ma. k)
vektortérnek. Ezen bazis ¢ melletti képe, azaz 1,q,...,a" ! bizisa a
kK () vektortérnek. O



Kovetkezmény

Test egyszerii algebrai bévitését izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozza az adjungalt elem minimalpolinomja.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii algebrai bévitések és
Mok = mgx =m € K[x], akkor K(a) | K = K(B) | K az aldbbi ¢
izomorfizmus mellett:

p: K(a) > K(B), f(a) = f(B) (feK[x],degf <n—1).
Biz.
Tudjuk, hogy K(a) | K =2 K[x]/(m)| K =2 K(8)]|K:

K@) <= KI/(m|K — K(8B)
fla) +— f —  f(B)

1

A két izomorfizmust ,Osszevarrva” kapjuk a ¢ = o077 izomorfizmust:

K@) == K(B)
fla) ~— F(B)



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

» egzisztencia: K [x]/(f) = K (a), ahol a =X



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert Mmys g = x3 -2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Teh4t Q (V2) elemei egyértelmiien el&élinak

a+bv2+cVa (a,b,c€Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?

Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2
alakban.

Ha el84lina, akkor /4 — bv/2 — a = 0 lenne, azaz v/2 gyoke lenne az

x? — bx — a € Q[x] polinomnak. Ez lehetetlen, mert /2 minimal-
polinomja harmadfokd.)



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3a*+2a%3+4a2 +a+2
=3a-74+2-7T+4a%°+a+2

= 402 4+ 22a+ 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

2-a) =2

A Q(a) = Q[x]/ (x* —7) izomorfit haszndlva, a 2—x * elemet kell

kiszamolni. Ezt kordbban mar kiszamoltuk: 2 — x_1 = x2 4 2x + 4.
Tehdt (2— a) ' = a2 + 20 + 4, vagyis

1
= V49 +2V7 + 4.
2-7




Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatarozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my g = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u=x*—x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx® + x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?=(-a®- 1)2 =a*+20’+1l=a(-a—-1)+2a?+1=a?—a+1.

Harmadik lehet8ség: 1 = —a® —a = - (—a? — 1), ezért
al=—a?2 -1
Ellenorzés:

- (a?—a+l)=a*-P+?=a(-a-1)—(—a—1)+a? =1

Ugyanez megy Z, felett. Es Z; felett?



Definicié
Ha minden o € L | K algebrai K felett, akkor azt mondjuk, hogy L | K
algebrai bovités.

Tétel

Minden végesfokii bévités algebrai.

Biz.

Legyen [L: K]=nésa € L. Az1,a,a?, ...,a" vektorrendszer lineari-
san fiiggb az kL vektortérben, ezért vannak olyan ¢y, ..., c, € K skalarok

(nem mind nulla), hogy
¢+ -+ ca+ ¢l =0.
Ez azt jelenti, hogy a gy6ke a nemnulla ¢,x" 4+ -+ c1x + ¢o € K [X]
polinomnak. O
Tétel
Ha L | K végesfokii bévités, akkor minden o € L esetén
deg my k| [L: K].

Biz.
Alkalmazzuk a torony-tdrvényt a K < K («) < L toronyra:

[L:K]=[L:K(a)] - [K(e): K] =[L: K()]-degmg k. O



Példa
Legyen o = i\/2 — v/2. Benne vannak-e a v/2, /2, v/2 szamok a Q(a)

testben?

> V2 EQ(a): igen, mert V32 = a? +2.
> VZEQ(a): nem, mert degmy; o =3 f [Q(a) : Q] = 4.
> 2 £ Q(a): nem.

V2€eQ(a) = Q(V2) CQ(a) = Q(V2) =Q(a),

mert mindkett6 negyedfokid bovitése Q-nak.
Ez viszont lehetetlen, hiszen o ¢ Q (v/2).



Tétel
Tetszbleges L | K testbbvitésben a K felett algebrai elemek résztestet
alkotnak.

Biz.
Legyenek «, 3 € L algebraiak K felett. Ekkor /3 algebrai K () felett is,
és a fokszamtétel segitségével megbecsiilhetjilk a K (c, 8) | K bévités
fokszdmat:
[K(a,8): K] =[K(a)(B): K(a)]-[K(a):K]

= deg mg k(q) - deg My K

< degmg i - deg mq k.
Tehdt K (o, 8) | K végesfokd, ezért minden eleme algebrai K felett.
Specidlisan a4+ 3, a — 8, a- B, o/ (ha B # 0) is algebraiak K felett.

[

Kovetkezmény
Az algebrai szamok testet alkotnak.



Tétel
Ha « algebrai szam, akkor \/a is algebrai (a gybknek mind az n értékére).

Biz.

Ha « gydke az f € Q[x] polinomnak, akkor /o gydke a

g (x) = f (x") € Q[x] polinomnak. O
Kovetkezmény

A gyokmennyiségek, azaz a racionadlis szamokbdl a négy alapmiivelet és
gybkvonadsok véges szami alkalmazasaval megkaphaté szamok mind
algebraiak.

Biz.

A raciondlis szdmok (els6fokd) algebrai szdmok, és az algebrai szdmok
halmaza zart a négy alapmiiveletre és a gydkvonasokra. O
Tétel

Van olyan algebrai szam, ami nem gySkmennyiség.
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