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Komplex szamok

feladat Hatdrozza meg az 5 + 12¢ komplex szdm négyzetgyokeit kanonikus alakban.

feladat Oldja meg az (1 — 2i) 2z + (3 +4)x + i = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazén.

feladat Oldja meg az iz = 22 egyenletet a komplex szamok halmazén.

feladat Abrazolja a komplex szdmsikon a {z € C: |iz — 1 — i| < 1} halmaxzt.

feladat* Abrszolja a komplex szamsikon a {zQ: Rez = 1} halmaszt.

feladat* Abrézolja a komplex szdmsikon a Re (%) = )\ egyenldséget kielégité z komplex szdmok halmazét.
feladat Mekkora szoget zdrnak be egymdssal az origét a (2,1) és az (1, 3) ponttal 6sszekotd szakaszok?

feladat* Bizonyitsa be, hogy arctg 1 + arctg 2 4 arctg 3 = .
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feladat* Mutassa meg, hogy 4arctg% — arctg % =7

10. feladat Rajzoljunk az ABC haromszog AC oldalédra kifelé egy négyzetet; ennek A-val szomszédos csicsai legyenek C
és D. Hasonléképpen, a BC oldalra rajzolt négyzet B-vel szomszédos cstcsai C és E. Mutassa meg, hogy ha a hdromszog
C' csticsat mozogatjuk (de az AB oldal fix), akkor a DE szakasz felez6pontja helyben marad.

11. feladat* Rajzoljunk egy tetszéleges hdromszog oldalaira kifelé szabdlyos hdromszogeket. Bizonyitsa be, hogy ezen
héromszogek kozéppontjai dltal meghatérozott haromszog szabélyos.

12. feladat* Rajzoljunk egy tetszdleges négyszog oldalaira kifelé négyzeteket. Bizonyitsa be, hogy a szemkozti oldalakra
rajzolt négyzetek kozéppontjait osszekotd szakaszok egyenld hossziak és egymdsra merdlegesek.

13. feladat™ Bizonyitsa be, hogy nem létezik szabdlyos racshdromszog.

14. feladat™ Igazolja, hogy az x,y, z € C komplex szamok &ltal meghatdrozott haromszog akkor és csak akkor szabalyos,
ha 22 + 42 + 22 = 2y + yz + 2.

15. feladat™ Fejezze ki cos (20162)-et cosx és sin x segitségével.
16. feladat* Adjon zart formuldt a sinx + sin 2z + - - - + sin nx sszegre.

17. feladat* Mutassa meg, hogy (7{) - (g) + (Tf) —

M) — () 4 =2 sin 20, (Utmutatds: Szémitsa ki az (14 14)" hatvanyt
ketféleképpen.)
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18. feladat Hogyan bolyong a komplex szdmsikon a z™ sorozat, amint n tart végtelenbe? (A védlasz persze z-t6l fiigg.)
19. feladat* Oldja meg az |2% 4+ 2 — 2i| + 2Z|2| = 2V/2 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

20. feladat Mikor lehet € és € + 1 is egységgyok?

21. feladat Mennyi az n-edik egységgyokok k-adik hatvanyainak Ssszege?

22. feladat Hatdrozza meg az n-edik egységgyokok szorzatdt.

23. feladat Hatdrozza meg mindazokat a komplex szdmokat, amelyek hetvenhatodik és szdzadik egységgyokok is.

Gyiiritk és testek

24. feladat Gyfiriit, integritdstartoményt, illetve testet alkot-e a Z[w] = {a + bw : a,b € Z} halmaz (a szokdsos Osszea-
déssal és szorzdssal), ahol w = —% + @i?

25. feladat Legyen & € C\ Q egy gyoke az 22 + px + ¢ polinomnak, ahol p és q egész szamok. Mutassa meg, hogy ekkor
aZlt] ={a+b:a,bec Z} halmaz integritdstartomdnyt alkot a szokdsos tsszeaddssal és szorzdssal.

26. feladat™ Hatdrozza meg a 8 + ¢ és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb kozos osztéjat.

27. feladat Jelolje P (U) az U halmaz hatvanyhalmazdt, azaz U Osszes részhalmazainak halmazdt. Gyfiriit, integritds-
tartomanyt, illetve testet alkot-e a P (U) halmaz a szimmetrikus differencia és a metszés miiveletével? (A vélasz figg U
elemszamatol!)



28. feladat A dudlis szamokat a komplex szdmokhoz hasonléan definidljuk, de itt a  képzetes egység” négyzete nem —1,
hanem 0. Tehat D = {a + be: a,b € R}, ahol ¢ egy olyan szimbélum, amelyre £2 = 0. (Mi lehet ennek az értelme? Miért
pont e-t haszndlunk?) Mutassa meg, hogy a duédlis szémok (a természetes médon definidlt tsszeaddssal és szorzassal)
kommutativ egységelemes gyfiriit alkotnak. Hatdrozza meg a D) gylirli zérusosztoit és egységeit.

29. feladat Hatdrozza meg a Z [w] gyliri egységeit (1dsd a 24. feladatot).

30. feladat* Keressen egy +1-t6l kiilonbozd egységet a Z [\/5] gyliriiben, majd ennek segitségével konstruiljon meg
végtelen sok egységet.

31. feladat* Hatdrozza meg a véges tizedestortek gyfiriijének egységeit.

32. feladat Definidljunk egy ujfajta osszeaddst és egy udjfajta szorzédst a valés szdmok halmazén: legyen a b =a+b—1
és a ®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R; ®, ®) struktira test.

33. feladat Bizonyitsa be, hogy az (Z

_ab> alaki valds matrixok testet alkotnak a szokdsos méatrixmiiveletekkel.

34. feladat™ Definidljunk egy tjfajta ,0sszeaddst” a pozitiv valés szémok halmazdn: legyen a ® b = a - b. Adjon meg
olyan ® ,szorzést”, amelyre (RT; P, ®) test.

35. feladat™ Bizonyitsa be, hogy minden véges integritdstartomdany test.
36. feladat Adjon meg olyan 6sszeaddst és szorzast a T = {0, 1, a, b} halmazon, amellyel (T’; +,-) test.

37. feladat™ Mennyi lehet egy véges test Osszes elemének Gsszege?

Test feletti egyhatarozatlaniu polinomok

38. feladat Szamitsa ki az (a: — T) (x — 5) e (x —p— 1) € Z, [z] polinomban zP~!, zP=2 2P~3 ¢s 2¥ egyiitthatojat, ahol
p > 5 primszam.

39. feladat Oldja meg az (x3 + xz) u+ (:r3 + 2% + x) v+ (mg + T) w = 1 egyenletet a Zs [x] polinomgyfiriiben.

40. feladat Hatdrozza meg x'°° — 1 és 2** — 1 legnagyobb kozos osztéjst. Hogyan lehetne ltaldnosftani a feladatot?

41. feladat Mely p primszémok esetén létezik multiplikativ inverze az x — 1 € Z, [z] polinomnak modulo 23 + z + 17
Szamitsa is ki a multiplikativ inverzet, amikor 1étezik.

42. feladat Bézout tételének segitségével vizsgélja meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésdg a g = 22 — 1 és

f=a'" — 216 4+ 215 — 2™ 4+ 27 — 23 + £ — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z7 testek folott.

43. feladat* Mely n pozitiv egészekre oszthaté az 2" +2"+1 polinom az 24z +1 polinommal? (Utmutat:is: hasznaljuk
Bézout tételét.)

44. feladat Az a valés paraméter mely értékeire lesz az 1 kétszeres gyoke az x° + 3ax* — 4ax® — 5z + 1 polinomnak?
45. feladat Legyen f a (k7 (—l)k), k=0,...,9 pontokra illesztett interpoldciés polinom. Mennyi f (10) értéke?

46. feladat™ Legyenek cq,e1,...,6,—1 az n-edik egységgyokok, és legyen f € Clx] az (€0,%0),(€1,41) 5+, (En—1,Yn—1)
pontokra illesztett Lagrange-féle interpoldciés polinom. Igazolja, hogy f (0) éppen az yo, ..., Yyn—1 szdmok atlaga.

47. feladat A (0,a0),(1,a1),(2,a2) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd egyenes, ha ag — 2a; + as = 0 (ugye?).
Mutassa meg, hogy a (0,a0),(1,a1),(2,a2),(3,as) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd parabola (amely elfajuld
esetben lehet egyenes is), ha ag — 3a; + 3a2 — a3 = 0.

48. feladat™ Az el6z6 feladat altaldnositdsaként bizonyitsa be, hogy a (0,a0),(1,a1),...,(n+ 1,a,41) pontok akkor és
csak akkor illeszkednek egy legfeljebb n-edfoki polinomfiiggvény grafikonjéra, ha

n+1 n+1 n+1 g (n+1 nt1 (M+1
_ -1 -1 =0.
( 0 >a0 ( ) >a1+< 5 >a2+ +(-1) ( P )ak—l— +(-1) L 0

49. feladat* Mutassa meg, hogy egy f € R[z] polinom akkor és csak akkor vesz fel egész értéket minden egész helyen,
ha el64ll (i) = % alaki polinomok egész egyiitthatds linedris kombindcidjaként.

50. feladat Adja meg az 2° + 62 + 2% + 622 + 22 + 5 € Z; [z] polinom irreducibilis felbontasét.
51. feladat Hsany masodfoku irreducibilis polinom van Z[z]-ben?
52. feladat* Adja meg az 2P — x € Zp[z] polinom irreducibilis felbontasét tetszbleges p primszédm esetén.

53. feladat* Adja meg az x° + 2% + ax? + a € T [z] polinom irreducibilis felbontdsét, ahol T' = {0, 1,a,b} a négyelemii
test.



54. feladat Hatdrozza meg a 121-elemii test 6sszes elemének 6sszegét.

55. feladat Hatdrozza meg az Gsszes olyan p primszdmot, amelyre a2 + 1 | 22008 — 2321922 4 132500 4+ § teljesiil a
Z,, [z] polinomgytiriiben. (ﬁtmutatés: haszndljuk Bézout tételét vagy magdban a Z, testben, vagy annak egy alkalmas
bévitésében.)
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56. feladat Képzelje el (de ne irja fel!) az x — 1997 polinom irreducibilis felbontdsat R felett. Hany tényezdt lat (a

lelki szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

57. feladat Irja fel az f = (z—1) (2?2 — 1) (2® = 1) (z* = 1) és g = (z+1) (22 + 1) (z® + 1) (z* + 1) polinomok irre-
ducibilis felbontasédt a kedvenc szamteste felett, majd szamitsa ki ennek segitségével f és g legnagyobb kozos osztéjdt.

58. feladat™ Hatdrozza meg az egységkorbe irt szabdlyos n-szg egy csicsdbdl kiindulé 4tléi hosszanak szorzatat. (Itt
most atlénak tekintjiik az oldalakat is, tehdt egy csucsbol n — 1 4t16 indul ki.)

59. feladat Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg a 3x° + 6z* + 923 4 222 + 42 + 1 polinom gyokeinek
négyzetosszegét.

60. feladat Hatdrozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az 2 — 7z + A polinom egyik gyoke valamelyik
mdsik gyok kétszerese legyen.

61. feladat Adja meg az 2P — 1 € Q|z] polinom irreducibilis felbontéséat, ahol p tetszbleges primszém. (ﬁtmutatés:
térjiink 4t az y =  — 1 hatdrozatlanra.)

62. feladat Adjon meg végtelen sok olyan n egész szdmot, melyre az x? + 100z + n polinom irreducibilis Q felett, és
végtelen sok olyat is, amelyre nem irreducibilis.

63. feladat Mely p primszamok esetén van raciondlis gyoke az 2* + 223 — 1622 4 2 + p polinomnak?

64. feladat™ Bizonyitsa be, hogy tetszdleges T test és tetszdleges ag,...,a, € T, ag,a, # 0 elemek esetén az a,x™ +
Ap12" Y+ taxz+a €T [] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha agz™ + a1+ a, 1z + a, is az.

65. feladat™ Mutassa meg, hogy a {a +by/2:a,b € @} halmaz nem zart a szorzdsra.

66. feladat* Legyen f € Z[z] egy olyan 101-edfoki polinom, amely legaldbb 101 egész szdmra +1 értéket vesz fel.
Bizonyitsa be, hogy f irreducibilis Q felett. (Ijtmutatés: hasznéljuk Kronecker médszerét. )

67. feladat* Bizonyitsa be, hogy az f = 2™ + ax + p polinom irreducibilis Q felett barmely n € N,a € Z,p primszam,
p > |a| + 1 esetén. (Utmutatds: Eldszor azt mutassuk meg, hogy f minden o gyokére |a| > 1.)

68. feladat™ Legyen f € Z[x] egy f6polinom, melynek konstans tagja nem nulla (azaz f (0) # 0). Tegyiik fel, hogy f-nek
egyetlen komplex gyske van az egységkoron kiviil, az tsszes tobbi gyske pedig az egységkor belsejében helyezkedik el (a
korvonalon nincs egy gyok se). Bizonyitsa be, hogy f irreducibilis Q felett.

69. feladat Mikor oszthaté egy polinom a sajat derivaltjdval?

70. feladat Hatdrozza meg az a,b paraméterek értékét gy, hogy legyen haromszoros gyoke a 3z° — 1023 + az + b € C [z]
polinomnak.

71. feladat Mutassa meg, hogy az 1+ = + 3;—? 4+ fT' polinomnak nincs tobbszoros gyoke a komplex szamok testében.

72. feladat* Legyenek az f € C [z] polinom komplex gyokei o, . .., a,,. Tegyiik fel, hogy a gyokok paronként kiilsnbozok,
és egy konvex n-szoget alkotnak a komplex szamsikon. Bizonyitsa be, hogy f’ gytkei csak ennek a sokszognek a belsejében
vagy a hatdrdn helyezkedhetnek el.

Csoportok

73. feladat Tetszbleges R kommutativ egységelemes gylirii esetén legyen Lr = {z +— az +b:a € R*,b € R} az R feletti
bijektiv ,linedris” fiiggvények halmaza. Mutassa meg, hogy Ly csoportot alkot a leképezésszorzas miiveletével.

74. feladat Ervényes-e minden csoportban tetszéleges x,y elemekre az 2 = 32, 23 = > = z = y kovetkeztetés?
75. feladat* Bizonyitsa be, hogy a (Q;-) és (Z[x]; +) csoportok izomorfak egymadssal.

76. feladat Hsny eleme van a GL(Z,,2) csoportnak?

77. feladat Héany eleme van a kocka mozgas-, illetve szimmetriacsoportjanak?

78. feladat Oldja meg Sg-ban a 72 = (1 2), illetve a 72 = (1 2 3) egyenleteket.

79. feladat A paronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével adjon meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
egy permutdcié elbélljon valamely permutdcié négyzeteként (azaz mdsodik hatvanyaként).



80. feladat™ Milyen a ciklusszerkezete egy n hosszisdgu ciklus k-adik hatvéanydnak?

81. feladat Bizonyitsa be, hogy S,, minden permutéciéja felirhaté legfeljebb n — 1 transzpozicié szorzataként.

82. feladat™ Igazolja, hogy egy n hosszisdgu ciklus nem irhatoé fel n — 1-nél kevesebb transzpozicié szorzataként.

83. feladat Igazolja, hogy ha egy csoportban az a és b véges rendii elemek felcserélhetdek, akkor o(ab) | lkkt(o(a), o(b)).
84. feladat Hatdrozza meg az Ly csoport véges rendii elemeit (ldsd a 73. feladatot).

85. feladat* Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden eleme véges rendii, valamint olyan végtelen csoportot,
melyben csak véges sok véges rendii elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rend{i eleme van?

86. feladat™* Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiilonb6z6 6sszes elem rendje ugyanaz, akkor az végtelen
vagy primszam.

87. feladat Igazolja, hogy ha egy csoport minden elemének rendje legfeljebb 2, akkor a csoport kommutativ.
88. feladat Mutassa meg, hogy ha egy véges csoport elemszdma pdros, akkor a csoportban van méasodrendii elem.

89. feladat* Mutassa meg, hogy tetszbleges k € NU {oco} esetén van olyan csoport és abban két olyan mdsodrendii elem,
amelyek szorzatdnak rendje k.

90. feladat Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport legfeljebb m#sodrendii elemeinek halmaza részcsoportot alkot.
Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a legfeljebb harmadrendii elemek nem alkotnak részcsoportot.

91. feladat Igazolja, hogy .S,, minden részcsoportjiban vagy minden permutdcié pdros, vagy a permutédciéknak pontosan
a fele paros.

92. feladat Mutassa meg, hogy tetszbleges p primszam esetén a C* csoportban részcsoportot alkot a kovetkezé halmaz:
k
Ep ={u € C*: van olyan k € Ny, amelyre u? =1}.

93. feladat* Bizonyitsa be, hogy az Ep- csoport minden valédi részcsoportja ciklikus (1dsd a 92. feladatot).
94. feladat Jelolje Dy, a --- TTTTTTTTTTTTT - - alakzat szimmetriacsoportjat. Mutassa meg, hogy Do = Lz,

tovabbd ez a csoport izomorf az ((g) ]f) alakd métrixok csoportjdval, ahol € € {1, —1} és k € Z (14sd a 73. feladatot).
95. feladat Igazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja van.

96. feladat Igazolja, hogy az S,, csoportot generdljdk az (1 2) és (1 2 ... n) permutdciok.

97. feladat Igazolja, hogy az A,, csoportot generiljdk az sszes 3 hosszisdgu ciklusok.

98. feladat Adjon meg 1,2, illetve 3 elemili minimdlis generatorrendszert a Zg, illetve az S3 csoportban (ha létezik).

99. feladat* Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden valddi részcsoportja Abel-féle, akkor G-nek
van kételem{i generdtorrendszere.

100. feladat* Bizonyitsa be, hogy a QQ csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus, és adjon meg olyan valédi
részcsoportjat, amely nem ciklikus.

Hatvanyozas modulo m

101. feladat Mennyit ad 53-mal osztva maradékul 80(111%)7
102. feladat Mennyit ad héttel osztva maradékul 111...111 (99 egyes)?
103. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n € N esetén az n, n® — 1, n® + 1 szdmok valamelyike oszthaté 17-tel.

104. feladat Mutassa meg, hogy ha (a,100) = 1, akkor a?° = 1 (mod 100) teljesiil. Hasonlitsa 6ssze ezt az éllitdst az
Euler-Fermat—tétellel.

105. feladat Igazolja, hogy a®6!

= a (mod561) bérmely a egész szdmra.

106. feladat™ Bizonyitsa be, hogy ha n nem oszthaté se 2-vel se 5-tel, akkor van 99- - 99 alakd t6bbszorose.
107. feladat Legyen p és ¢ két kiilonbozd primszam. Mutassa meg, hogy p?=! 4+ ¢?~! = 1 (mod pq).

108. feladat* Igazolja, hogy bérmely p paratlan primszdémra 22 -4%.62-.... (p — 1)2 = (—1)% (mod p).

109. feladat Legyen p pdratlan primszam. Lehetséges-e, hogy két modulo p primitiv gyok szorzata is primitiv gyok?



