Algebra és szamelmélet eloadas

Waldhauser Tamas
2016. november 24.



Hazi feladat a gyakorlatra

34. feladat. Hatdrozza meg a G csoportban a B részhalmaz &ltal generalt
részcsoportot.

(a) G=7Z, B=1{30,42,105} [B]={3k:kecZ}=Z
G = Dyy, B= {33,321'} [B] = {id, a3, a°, a%, a%t, a°t, aBt, alt} = D,

(b) G =2Z3, B={6,10}

G =S B={(1234),(13)}
[B] = {id, (1234), (13) (24) , (1432), (13), (24), (12) (34) , (14) (23)} = D4

(C) G=Z31, B= {6,170}
(@) 6=c B={i }+%i}

(e) G =Dy, B= {34,35t}



Lagrange tétele

Joseph-Louis Lagrange
(1736, Torino — 1813, Parizs)



Mellékosztalyok

451. Tétel.
Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ relaciét:

a~b < albeH.
Ekkor ~ ekvivalenciareldcid, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya

aH = {ah: he H}.

4.52. Definicié.

Az aH halmazt az a elem H szerinti bal oldali mellékosztalyanak nevezziik.
4.53. Kovetkezmény.

Egy H < G részcsoport szerinti bal oldali mellékosztdlyok a G csoport egy
osztalyozasat alkotjak.

4.54. Megjegyzés.

Hasonlé médon definidlhatéak a Ha jobb oldali mellékosztalyok, amelyek szintén
osztélyozast alkotnak.



Mellékosztalyok

Megjegyzés.

Ha G Abel-csoport, akkor persze aH = Ha minden a € G esetén.

Ha G nem kommutativ, akkor is eléfordulhat, hogy a H részcsoport szerinti bal
oldali mellékosztalyozas megegyezik a jobb oldalival. Az ilyen részcsoportokat
normalosztéknak nevezziik; ezek kitiintetett szerepet jatszanak a csoportelméletben.

Példa.
Hatdrozzuk meg a G = Zg csoportban a H = {63} részcsoporthoz tartozé
mellékosztalyokat.

A mellékosztalyozas: {{0,3},{1,4}, {2,5}}.
Példa.

Hatdrozzuk meg a G = Z csoportban a H = [m] részcsoporthoz tartozé
mellékosztalyokat.

at+H=b+H < b—acH < m|b—a <= a=b (modm)

Tehat itt a mellékosztalyok éppen a modulo m maradékosztélyok.



Mellékosztalyok

Példa.
Hatdrozzuk meg a H = {id, (23)} < S3 részcsoporthoz tartozé bal és jobb oldali
mellékosztalyokat.

> Bal oldali mellékosztalyok:

id-H = {id, (23)} = (23) - H,

(13)- H= {(13),(123)} = (1
(1

23) - H
(12) - H = {(12),(132)} = H

32) - H.
A bal oldali mellékosztalyozas: {{id, (23)},{(13),(123)},{(12),(132)}}.
> Jobb oldali mellékosztélyok:

H-id = {id, (23)} = H-(23),
H-(13) = {(13),(132)} = H-(132)
H-(12) = {(12),(123)} = H- (123),

A jobb oldali mellékosztalyozas: {{id, (23)},{(13),(132)},{(12), (123)}}.



Mellékosztalyok

Példa.
Legyen A egy tetszbleges halmaz, G < Sy, és legyen H az a € A elem stabilizatora:

H={meG:am=a}.
Tetszbleges p, 0 € G esetén

Ho=Ho <> po e H < a(po!)=a
— (ap)oct=a
<~ ap = ao.

Tehat két G-beli permutécié akkor és csak akkor tartozik ugyanabba a jobb oldali
mellékosztalyba, ha ugyanoda viszik az a elemet.

Hasonléan belathatd, hogy a bal oldali mellékosztalyozasnal aszerint vannak
osztalyozva a permutdcidk, hogy melyik elemet viszik a-ba.



Részcsoport indexe

4.55. Definicid.

A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal oldali (jobb oldali) mellékosztédlyok
szdmét H indexének nevezziik. Jeldlése: [G : H].

4.28. Tétel.

A péros permutécidk egy 2 indexii részcsoportot alkotnak S,-ben. Ezt a csoportot
alternalo csoportnak nevezziik, és Ap-nel jeloljik.

Bizonyitas.

Legyen T € S,, egy tetszdleges pdratlan permutécié, pl. T = (12). Célunk igazolni,
hogy T-An, = Sp \ An.

» 7-Ap C S\ Ap: Ha it € Ay, akkor T 711 € Sp\ A, (miért?).

» 7-Ap 2 S, \ Ap: Ha p € S5\ Ay, akkor létezik olyan 7w € A, amelyre
p=71-7 (valdban, =171 p € A,).

Tehat két mellékosztaly van: id A, = Ap és T- Ap = Sp\Ap, igy [Sn: An] =2. O



Lagrange tétele

4.56. Tétel (Lagrange tétele).
Tetsz8leges G véges csoport és H < G részcsoport esetén |G| = |H| - [G : H].
Bizonyitas.

Mindegyik mellékosztdlynak ugyanannyi eleme van, mint H-nak, ugyanis barmely
a€ Gesetén a H — aH, x — ax leképezés bijekcié H és aH kozdtt. (A sziirjek-
tivitds vildgos, az injektivitast pedig a kancellativitds garantalja.)

Tehat G eldall [G : H] darab |H| elemszdmd diszjunkt halmaz egyesitéseként.  [J

4.57. Kovetkezmény.

Legyen G egy n-elemii csoport.

(1) Minden H < G részesoportra [H| | n. ................ 4.56.: n= |H|-[G : H|
(2) Minden a € Gesetén o(a) | n.......oooiiiiiiiiiiii . (1): H=a
(3) Minden a€ Gesetén a" =1. ... ... ... i (2) & 4.33
(4) Minden a € Gesetén a~l =a""1. .. ... (3)-at
(5) Ha n primszam, akkor G ciklikus, tehdt izomorf Zp-nel. .....................

(2) 4.35.
........................ Vae G:a#1= o(a)=n = G=[a] =



Kis csoportok

4.58. Tétel.

A legfeljebb 7-elemii csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezok:

{1} Zo; Zs; Z4,V; Zs; Zs, S3; Z7.
Bizonyitas.
Tth. n=|G| <7. Ha n € {2,3,5}, akkor az el6z8 tétel szerint G = Z,.

Az n = 4 esetben, ha G tartalmaz negyedrendli elemet, akkor G = Z4,
ha pedig minden eleme legfeljebb masodrendi, akkor G = V' (sudoku).

Ha n = 6 és G tartalmaz hatodrend(i elemet, akkor G =2 Zs.
Végiil tegyiik fel, hogy n = 6, és G-ben minden elem rendje 1,2 vagy 3.

» Ha nincs harmadrendii elem, akkor Vg € G: g> =1, azaz Vg € G: g~ ! = g.
Ebbol kovetkezik, hogy
Vx,y € G: xy = (xy)f1 =y Ix71 = yx,
tehdt G kommutativ.

Node ekkor barmely két a, b # 1 elem esetén V = {1, a, b, ab} < G, ami
ellentmond a Lagrange-tételnek.



Kis csoportok

Bizonyités (folyt.)

» Tehdt G-ben van harmadrendi elem. A harmadrendi elemek parosdval Iépnek
fel: 0(a) =3 = o(a~!) =3 (és persze a~* # a).
Nyilvan o (1) = 1, és a maradék &t elem nem lehet mind harmadrenddi.

» Tudjuk mar, hogy G-ben van harmadrendii és mdsodrendii elem is:
legyen o0 (a) =3, b=a"! és o(x) = 2. Ekkor Z3 = [a] = {1,a,b} < G.

lela]b]x]y]z]

ellelal|lb|x|y]|z
blel|?
e|a
? e

N | [ X |o|o
N < | X |o|o

> Invertdlhatésdg/kancellativitds (sudoku): ax, xa € {y, z}.



Kis csoportok

Bizonyités (folyt.)

» Nem lehet ax = xa, mert akkor ax nem lenne se masod-, se harmadrendi:
2
(ax)°=a’-x>=b-1=b#1,

(ax)*=a x*=1-x=x#1.

> Tehat {ax, xa} = {y,z}; AAMNTFH ax = y és xa = z:

ellelal|b|x|y]|z
allal|blely
bilbl|le|a

x || x|z e
Yy

Z || Z

> Innen pedig mar eahf8 szerint kdvetkezik, hogy G = Ss.



Hazi feladat a gyakorlatra

35. feladat. Melyek izomorfak az aldbbi csoportok k&ziil? (A vélaszt minden
esetben indokolni kell!)

() 23, Z3, P({a b.c}), Q
P ({a, b, c}) = Z3 (karakterisztikus vektorok),
Zsy 2P ({a, b,c}),Z3 (mert Z}y-ban van negyedrendii elem, pl. 3),
Q2P ({ab,c}),Z3,Zsy (mert @ nem kommutativ)

(b) De, As, Zis, Z12
Zi3 = Zyp (mert Zjz = [2]),
Ds, Ay 22 Z35, Z15 (mert Dg és Ay nem kommutativ),
De 22 Asq (mert Dg-ban van hatodrendii elem)

(C) D3, Ss, Z;, ZS
(d) Zs, Z3, Z3y, Zi,

(e) Ds, Q. Zis, Es



Részcsoporthald

Jeldlje Sub (G) a G csoport részcsoportjainak halmazat. Péld4ul
Sub (Z4) = {{6} {0,2}, {6,123}}.

A (Sub (G); C) részbenrendezett halmaz héld, amelyet G részcsoporthaldjanak

neveziink. A haldmiiveletek:

HAK=HNK (a legbbvebb részcsoport, ami része H-nak is és K-nak is);

HV K =[HUK] (a legsziikebb részcsoport, ami tartalmazza H-t is és K-t is).



Z.1» részcsoporthdldja

Minden részcsoport ciklikus:

> [1] = {0.1,2,3.4,5,6,7,5,9,10, 11}
> [2] = {0.2,4,5,8,10}

> [3] = {0,3,6,9)

> [4] = {0.3,8)

> [5] = {0,5,10,3,5,1,6,11,4,0,2, 7}
> [6] = {0.6}

> [7] = {0.7.2,9,4,11,6,1,5,3,10,5)
> [8] = {0.8,4)

> [9] = {0,9,6.3)

> [10] = {0,10,8,6,4,2}

> [11] = {0,11,10,9,8,7.6,5,4,3,2,1}
> [0] = {0}



Z.1» részcsoporthdldja

Minden részcsoport ciklikus:
» [1] = {0.1,2,3.4,5,6,7,8,9,10,11} = [5] = [7] = [T]]



Z.1» részcsoporthdldja

A részcsoporthalé:

[1]

[2]
[3]

[4]
[6]

[0]



D, részcsoporthaldja

Dy = {id, a, a%, a3, t, at, a°t, a3t}

A ciklikus részcsoportok:

» [id] = {id}

> [t] = {id, t}

» [at] = {id, at}

» [a°t] = {id, 2%t}

v

[
[a3t} = {id,a3t}
» [a] = {id, a, 2%, 2%} = [2%]

- ] = {id.#?)



D, részcsoporthaldja

Dy = {id, a, a%, a3, t, at, a°t, a3t}

A ciklikus részcsoportok:

- [id] = {id}
- [ = {id, e}

» [at] = {id, at}

» [a°t] = {id, a°t}

» [a%t] = {id, a*t}

- [#) = {4.2)

> [a] = {id,a, a2,a3} = [33]

Tovébbi részcsoportok:
» [, t] = {id, &% t, 2%t} = [a%, a°t] = [t,a%t] =V
> [az,at] = {id,a2,at, a3t} = [az,a3t] = [at, a3t} =2V

> [a, t] = Dy



D, részcsoporthaldja

A részcsoporthalé:
D,=[at]

[a2t [a2,at]

[t] [a%]

lid]



Z5, részcsoporthaldja

A ciklikus részcsoportok:

- (1] = {1}

]
> [4] = {1216} = [19]
> [5] = {1.5.4.20,16,17} = [17]
8 = {18}
> [10] = {1,10,16,13,4,19} = [19]



Z5, részcsoporthaldja

A ciklikus részcsoportok:

- [1) = (1)
- [T =(1-T)

» [8] ={1.8}

- -8 = (1.-8)

> [Z] = {T,Z —3}

> [2] = {1.2,4,-5,8, 10}

» [-2] ={1,-2,4,-5,-8,10}

> [-4] = {1,-1,3,-%5,-5)



Z5, részcsoporthaldja

A részcsoporthalé:

[-2]

[-8]




Hazi feladat a gyakorlatra

36. feladat. Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generatumait
(azaz a ciklikus részcsoportokat), majd hatdrozza meg az dsszes részcsoportot,
végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(a) Z12, Z5

(b) Da



5. Hatvanyozas modulo m




Az Euler-féle ¢ fliggvény

Leonhard Euler
(1707, Bézel — 1783, Szentpétervir)



Gyenge multiplikativitds

5.1. Definicid.

Tetszbleges n természetes szam esetén legyen
p(n)=|Z,|={aeIN:1<a<nésal n}.

Az igy definidlt ¢: IN — IN fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik.
5.2. Tétel.

Az Euler-féle ¢ fliggvény gyengén multiplikativ, azaz m L n esetén

¢ (mn) = ¢ (m) ¢ (n).
Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy m L n. Mivel
¢ (mn) = |Z,

mn|'

@(m)-(n) =25 |2 = |2}, x Z})|,

elegendd bijekciét megadnunk a Z7,, és Z7, x Z}, halmazok kozétt.
El6szor a Zimn és Zom X Z.,, halmazok koézott adunk meg bijekcidt.



Gyenge multiplikativitds

Bizonyitas (folyt.).
ime:
B: Zmn — Zm X Zp, X (xmodm, xmodn).

A BB leképezés (dllitélagos) bijektivitdsa azt jelenti, hogy tetszbleges a, b € Z esetén
pontosan egy olyan X € Zpp létezik, amelyre

xZ g (medm)

A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernek valéban létezik
megolddsa (sziirjektivitds), és a megoldds modulo Ikkt (m, n) = mn egyértelmiien
meghatdrozott (injektivitas).

Vildgos, hogy minden x-re
XL mn < x 1L mésx_ L n

Ez azt jelenti, hogy B bijekcidt létesit a Z,, és Z}, x Z}, halmazok kozétt. O



Képlet

5.3. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezos felbontasa n = Hf'(:l p?"'. Ekkor

Bizonyitas.

Primhatvanyokra egyszer(i a bizonyitas:
p(p*)={a:1<a<p*ésa.l p*}
=|{a:1<a<p*éspta}] = p*—p* L

A gyenge multiplikativitds segitségével ezutdn mar tetszéleges természetes szamra
tudjuk igazolni az allitast:

PP p) =@ (P - () = (P =) - (R —Pikfl)'g

http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/algszambsc/fi360.pdf


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/algszambsc/fi360.pdf

Osszegzés

5.4. Tétel.

Minden n természetes szdm esetén ) |, ¢ (d) =n.

Bizonyitas.
Jelolje Py a primitiv d-edik egységgyokok halmazat:

Py ={e€C":0(e) =d}.
A 4.33. Allités szerint €” =1 <= o (e) | n. Ez azt jelenti, hogy
En=J Py
dln
A 4.41. Kovetkezménybél tudjuk, hogy |Py| = ¢ (d). Teh4t

n=|Es| =) |Pdl IZ‘qv(d)-
d|n

d|n
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