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Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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invertdlhatésag/kancellativitas (sudoku):
ay =2z, az=x
ya=x,za=y



Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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asszociativitas:
bb = (aa)b=a(ab) =
bx = (aa)x = a(

by = (aa)y = a(ay) = az = x
bz = (aa)z=a(az) =ax=y
xb=x(aa) = (xa)a=za=y
yb=y(aa)=(ya)a=xa=1z
zb=2z(aa) = (za)a=ya=x



Nyolcadik hazi feladat az el6adasra

asszociativitas:
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yz= (ax)(xa) =a(xx)a=aa=>b
bb =

zy = (bx) (xb) = b(xx) b=
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Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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invertdlhatésag/kancellativitas (sudoku):
xy =b, xz=a
yx =a,zx=b>b



Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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invertdlhatésag/kancellativitas (sudoku):
yy =e, zz=e



Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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Ez a csoport izomorf D3-mal; a megfelel6é izomorfizmus:
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Nyolcadik hazi feladat az el6adasra
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Ez a csoport izomorf S3-mal; a megfelel6 izomorfizmus:

b — (132)

a— (123)
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x = (12)



Tizedik hazi feladat az eloadasra

Hanyféleképpen lehet kiszinezni az X-pentomindt n szinnel, ha a forgatdssal vagy
tlikrozéssel egymdasba vihetd szinezéseket nem tekintjiik kiilonbdzének? (Lehet
n > 5 is, mert nem kotelezé az Gsszes szint felhaszndlni.) Példaul az aldbbi hidrom

szinezés egyformdnak szamit

de a kovetkezd szinezések mar kiildnbdznek a fentiektél (és egymastdl is):

ms =

bekiildendé emailben: twaldha@math.u-szeged.hu

v

v

pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)

v

fajlnév: EHA-eahf10.pdf (példdul WATHAAS-eahf10.pdf)

v

hatdridé: november 30, reggel 8 dra



Primitiv egységgyokok

4.38. Definicid.

A C* csoport véges rendii elemei éppen az egységgyokdk. Ha € € C* rendje n,
akkor azt mondjuk, hogy e primitiv n-edik egységgyock

4.39. Tétel.

Egy € € E, egységgyok pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha
hatvdnyaiként megkaphaté az Gsszes n-edik egységgyok, azaz [e] = E,.

Bizonyitas.

Legyen ¢ egy tetsz8leges n-edik egységgyok; ekkor nyilvan [¢] C Ep,.
Mivel [¢] elemszdma éppen ¢ rendje, vildgos, hogy

»o(e) =n = [¢e] =Ep, és

» o(e) <n = [¢] C Ep.



Primitiv egységgyokok

4.40. Tétel

Az g = cis 27 ¢ E, egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok,
ha k relativ pr|m n-hez.

Bizonyitas.

Mivel g, = 81 és nyilvan o (e1) = n, a 4.33. Allitss alapjan

iy T
O(Sk) (81) |nk0(k n)
Tehat o(ex) = n akkor és csak akkor, ha Inko (k, n) = 1.

5.1. Definicié.
Tetszbleges n természetes szdm esetén legyen
p(n)=1Z,|={aeN:1<a<nésa.ln}.

Az igy definidlt ¢: IN — IN fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezzik.
4.41. Kovetkezmény.
A primitiv n-edik egységgyokdk szama ¢ (n).



Kitekintés: korosztasi polinomok




Korosztasi polinomok

Az a polinom, amelynek gyokei éppen az n-edik egységgyokok, nyilvan

xX"—1=J](x—e)= [] (x—ex).

ecE, k=1,...n
Definicid.

Az n-edik korosztdsi polinom az a @, polinom, amelynek gyokei éppen a primitiv
n-edik egységgyokok:

Vegyiik észre, hogy deg @, = ¢ (n).



Korosztasi polinomok

> CDl:X—].
» Py =x—(—-1)=x+1

> &3 = (X—ciszT”)(x—cis%T) = X3:11 =x?+x+1

>®4

) ) -
(x—1) (x+1) :W&m:x2+l

Dy ==l 32 x4

X

x0-1 x0-1

_ 2
Q6 = ,0,8; = I 1 =X X T1

> CD7:X;_11:)§<7:11:X6+X5+X4+X3+X2+X+1

_ x8-1 X814
» P8 = pme T T X T

> <I>105:x48+x47+x46—x43—x42—2x41—x40—x39—|—x36+x35—|—
X34—|—X33 —|—X32 —|—X31—X28—X26—X24—X22—X20+X17+X16 —|—X15—|—



Korosztasi polinomok

Tétel.

Minden n természetes szamra

x"—1

c
d|n
d<n

©
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Kovetkezmény.

A korosztasi polinomok egész egylitthatdsak.



Korosztasi polinomok

Tétel.

A korosztasi polinomok irreducibilisek Q felett.

Bizonyitas.

Nehéz. Ha p prim, akkor ®, = 11 = xP71 4 xP=2 4 ... 4 x + 1. Vezessiik be
az y = x — 1 4j hatarozatlant; ekkor a polinom igy aIakuI

(y+1)P -1
q’p(Y‘Fl):W
PP Q)P (L)Y py A1

y
_yp—1+pyp—2+<g>yp—3+...+(pfz)y+p_

Erre a polinomra pedig mér alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein-féle
irreducibilitasi kritérium. ]



Hazi feladat a gyakorlatra

31. feladat. Adjon meg a megadott csoportban n-edrendii elemet, amennyiben
lehetséges.

(a) (C*,-), n=12; (Zg,-), n=5; Dg, n=3
pl. cis§ € C* rendje 12,
Zg—ban nincs otodrendil elem,

pl. a® € Dg rendje 3

(b) Sg, n=06
pl. (123456) vagy (12)(345) vagy ...

(c) S3, n=4
(d) Dg, n=4

(e) le, n=3



Részcsoportok, generalas




Részcsoportok

4.42. Definicid.

Legyen A = (A; *) egy grupoid, és B C A. Azt mondjuk, hogy a B halmaz
zart a * mulveletre, ha

Vb1, by € B: by xby € B.

Ha B nemiires z4rt halmaz, akkor B grupoidot alkot a * miivelettel (pontosabban
annak B-re val6é megszoritdsaval). Az ilyen B = (B; *) grupoidot A
részgrupoidjanak nevezziik. Jelolés: B < A.

4.43. Definicid.

Ha (G; ") csoport, @ # H C G, és a (H; ) részgrupoid maga is csoport, akkor azt
mondjuk, hogy (H; ) részcsoportja (G; -)-nek. Jeldlés: H < G.

4 .44, Allitss.

Tetszbleges G csoport és @ #= H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha

(0) H zért a szorzésra: Yhy, hp € H: hy-hy € H;
(2) H tartalmazza G egységelemét: 1; € H;

(3) H zért az inverzképzésre: Yh € H: h™1 € H.



Hazi feladat a gyakorlatra

32. feladat. Dontse el, hogy a G csoportban részcsoportot alkot-e a megadott H
részhalmaz.

(a) G =54, H={id, (13),(24), (13)(24)} igen;
G = Dg, H={id, t,a°, a’t} nem

(b) 6=(C"), H=({zeC:|z| =1},")
igen

(c) G=(Z,+), H=N
(d) G =S5, H={id, (135), (153)}

() G=(Ze +) H=12Zg



Hazi feladat a gyakorlatra

33. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi &llitdsok. A valaszt minden
esetben indokolni kell!

(a) Minden pératlan rendi{i permutacid paros.

Igen, mert csupa ptl. hosszu ciklusbdl all.

(b) Az Sy csoportban pontosan 6 masodrendii elem van.
Nem, mert 9 van.

(c) Tetszéleges G csoport minden H, K részcsoportjara HU K < G.
(d) Minden paros permutécié rendje péres paratlan.

(e) Tetszéleges csoport tetszleges a, b, x, y elemeire axb = aybp — x = y.



Részcsoportok metszete

4.45. Tétel.

Részcsoportok metszete is részcsoport: ha Hy és Ho részcsoportjai a G csoportnak,
akkor Hy M Hy is részcsoport.

Bizonyitds.
Tfh. Hy és Hp részcsoportja G-nek.
(0) Hy N Hy zart a szorzésra: Ha hy, hy € Hy N Hy, akkor

hy - hp € Hy (mert Hy rcsop.) és hy - hy € Hy (mert Hy rcsop.).
Tehat hy - hp € Hy N Ho.

(2) HiN H, tartalmazza G egységelemét:
1 € Hy (mert Hy rcsop.) és 1g € Hp (mert Hp resop.).
Tehdt 1 € H1 N Hs.

(3) HiN Hy zért az inverzképzésre: Ha h € Hy N Hp, akkor

h=! € Hy (mert Hy rcsop.) és h™1 € Hy (mert Ha rcsop.).

Tehat h~1 € Hy N Ho. O
4.46. Megjegyzés.

A tétel nem csak kettd, hanem tdbb részcsoportra is érvényes (végtelen sokra is!).



Generalas

4.47. Definicid.

Legyen G egy csoport, és B C G. A B halmaz altal generdlt részcsoport a
legsziikebb olyan részcsoport, ami tartalmazza B-t:

B = ) H

BCH<G

4.48. Megjegyzés.
Az iires halmaz generdtuma a legsziikebb részcsoport: [@] = {1¢}.

4.49. Definicié.
Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generdtorrendszere a G csoportnak.

450. Allitss.

A G csoportban a B C G részhalmaz dltal generdlt részcsoport azokbdl az
elemekbdl &ll, amelyek megkaphaték B elemeibél (és az egységelembél)
szorzas és inverzképzés véges szami alkalmazasaval:

[B] = {b - b :n€No,by,..., by € Be1,... .60 = £1}.



Kitekintés: permutdcids jatékok




Tizenotos jaték




Tizenotos jaték

Samuel Loyd (1841-1911)



Tizenotos jaték

‘The older inhabitants of Puzzie
Ianid will rersember liow in the early
seventics I drove the entire world
crazy over a little box of movable

LN NP Tt P RO S i TRl I, TR

he went for his noon lunch and was
dizcavergd by his frantic staff long
past midnight pushing little picges of

pie around on a plite!  Farmers are
ktown to have deserted their nlaws

Fig 2, Fig 3.
[ Taefels][=]w]|e|s
sle|7]|u|e|~|e




Tizenotos jaték
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14 13 5 12 2 [ ] 15 4 8 3 11 9 10 1 7 6



Tizenotos jaték

Ha az ures hely visszakeriilt a jobb alsé sarokba, akkor paros szamu csere tortént,
tehat a 15 szamozott lap paros permutdcidit kaphatjuk csak meg igy.



Tizenotos jaték

16 kis négyzet:
16! = 20922789888 000 permutdcié

parossdg miatt csak a fele lehetséges:

|
% — 10461394944 000 lehetéség



2 X 2 X 2-es buvos kocka

8 kis kocka:
8! = 40320 permutacié

egy kis kocka 3-féleképpen &llhat:

3-3-3-3-3-3-3-3 = 3% = 6561 orientacié

az utolsd kis kocka allasa kotott:

8!-37 = 88179840 lehet8ség



3 X 3 x 3-as buvos kocka

8 sarokkocka:

8! = 40320 permutacid, 38 = 6561 orientacié

12 élkocka:

12! = 479001600 permutacié,  2'% = 4096 orientécié

parossag, utolsd sarok-, ill. élkocka:

8! 12!

S 37. 211 = 43252003274 489 856 000 lehetdség




Permutacids jatékok

Ezekben a permutacids jatékokban egy adott 7t permutdciébdl kell eljutnunk az
identikus permutdcidhoz bizonyos megengedett A; (i € I) 1épések segitségével:

7'[-/\,'1...A,'k =id.
Ez az egyenl6ség ekvivalens azzal, hogy

r=At A
k n

tehdt a feladat (jaték) gy is megfogalmazhatd, hogy a 71 permutéciét kell

kifejezniink a A; permutacidk segitségével.

A jitékszer tehdt gyakorlatilag egy G = [{A; : i € I}] csoport, és a jaték abbél ill,
hogy egy 7T € G elemet prébalunk eldéllitani a A; generatorelemekbdl.

A (t6bb, mint 43 trilli elem(i) Rubik-csoportot hat elemmel generdljuk. A csoport
minden eleme megkaphaté legfeljebb 20 Iépésben.
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