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4. Csoportok




A csoport fogalma, izomorfia




A csoport definicidja

4.1. Definicid.

(0) Az egyetlen kétvaltozés miivelettel rendelkezd algebrat grupoidnak nevezziik.
Tehdt A = (A; *) grupoid, ha A nemiires halmaz és x: A2 = A kétvaltozds

miivelet A-n.
(1) Ha egy grupoid miivelete asszociativ, akkor félcsoportnak nevezziik.

(2) Ha egy félcsoportotban van egységelem, akkor monoidnak nevezziik. Tehat az
A = (A; %) félcsoport akkor monoid, ha létezik olyan e € A elem, amelyre

Vac A: axe=exa=a.

(3) Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportnak nevezziik.
Tehat az A = (A; *) monoid (e egységelemmel) akkor csoport, ha

YVac AdbcE A: axb=b*xa=ce.

(4) Ha egy csoport miivelete kommutativ,akkor Abel-csoportnak nevezziik.



Egységelem és inverz unicitasa

4.2. Allits.
1. Barmely grupoidban legfoljebb egy egységelem létezhet.

2. Barmely monoidban egy elemnek legféljebb egy inverze lehet.
Bizonyitas.

1. Ha e és e is egységelem az (A; *) grupoidban, akkor
> e % e = e (mert ey egységelem), és
> e % ey = ey (mert e egységelem).
> Tehat e; = ep.
2. Ha az a elemnek inverze b és c is, akkor
» (bxa)xc=exc=c, és
» bx(axc)=bxe=b.
» Tehdt b=bx(axc) = (bxa)xc=c.

4.3. Megjegyzés.

Ha a miivelet nem asszociativ, akkor létezhet egy elemnek tobb inverze is.
(HF: Keressiink ilyen példdkat!)



Csoport-e?

Példa.

Csoport-e az aldbbi miivelettablazattal megadott ({a, b, c, d};
*x|a b c d |01 2 3
ala b ¢ d 0l0 1 2 3
b|b ¢ d a = 1|1 2 3 0
clc d a b 212 3 0 1
d|d a b c 313 0 1 2
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Tehat ez egy Abel-csoport.

Nevezziik at az elemeket: a+— 0, b+— 1, c+— 2, d+> 3.

Egységelem: a. v/

1) Az asszociativitdst koriilményes ellendrizni, de teljesiil. v

) grupoid?

0) Minden x,y € {a, b, c,d} esetén x x y értelmezett, és x xy € A. v/

3) Inverzek: ainverze a, b inverze d, c inverze ¢, d inverze b. v’

igy mar Ithatd, hogy a (Za4; +) csoporttal van dolgunk (alruhdban):

({a,b,c,d};

%) és (Za; +) izomorfak.



Invertdlhatésag és kancellativitds

4.4. Definicid.

Legyen x egy kétvaltozdés miivelet a nemiires A halmazon.

1. x invertdlhaté mivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén az ax x = b,
illetve y * a = b egyenleteknek legaldbb egy megoldasa van.

2. x kancellativ mivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén az a*x x = b,
illetve y x a = b egyenleteknek legfeljebb egy megoldadsa van.

4.5. Megjegyzés.

A kancellativitds igy is megfogalmazhaté: Va,u,v € A:

aku = axv — U=y,

uxa = v¥a — u=wv.
Megjegyzés.
Az invertdlhatésag azt jelenti, hogy a miivelettdbldzat minden sordban és minden
oszlopdban az A halmaz minden eleme legalabb egyszer fellép.

A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden oszlopban minden
elem legfeljebb egyszer 1ép fel.



Invertdlhatésag és kancellativitds

4.7. Allitas.

Véges alaphalmaz esetén az invertdlhatdsdg és a kancellativitas
egymassal ekvivalens.

Bizonyitas.
Skatulya-elv. (HF) O
4.6. Tétel.

Csoport miivelete mindig invertdlhaté és kancellativ. Forditva, minden invertdlhatd
muvelettel rendelkezé félcsoport csoport.

Bizonyitas.
Tfh. (A; %) csoport, és legyen a, b € A. Ekkor
axx = b == x = altxb ... (balrdl beszorzunk a~!-zel);
x = alsb = axx =b ... (balrdl beszorzunk a-val).

Tehdt az a* x = b egyenlet egyetlen megolddsa x = a~ ! x b.
Hasonléan: az y * a = b egyenlet egyetlen megolddsa y = b a~ 1.

A masik allitast nem bizonyitjuk. ]



Nyolcadik hazi feladat az el6éaddsra

Egészitse ki a tablazatot ugy, hogy egy csoport mivelettablazatat kapjuk.
(Melyik ismert csoporttal izomorf ez a csoport?)
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bekiildend6é emailben: twaldha@math.u-szeged.hu
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pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)
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fajlnév: EHA-eahf8.pdf (példdul WATHAAS-eahf8.pdf)
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hatdridé: november 16, reggel 8 éra



lzomiaurfizmus
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lzomiaurfizmus

Az A= ({%%, -} ®) ésaB = ({0,1};+) csoportok szerkezete ugyanaz:
ha A mivelettablazataban

. » 7 . ~ 7’ - )V . =
minden -} -t atneveziink O-ra , és minden -—t atneveziink 1-re,

akkor éppen BB miivelettablazatat kapjuk:
o | M
s Es dtnevegés
- . s
Ezt az ,atnevezést” a
o {5 - {01}, “E—~0 -1

leképezéssel irhatjuk le. Az dtnevezés , jogossdga” pedig a kdvetkezdképpen
fogalmazhaté meg:

Vo, {%5 M) @@a)e = (a9) +(29).




[zomorfizmus

4.8. Definicié.
Legyen A = (A; ) és B = (B; @) két csoport (vagy csak grupoid).
Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdél B-be, ha

> ¢ bijektiv leképezés, és

> @ felcserélhet a miiveletekkel, azaz
Vaj,ap € A: (a1*xap) @ = a1p & axg.

Ha létezik ¢: A — B sziirjektiv izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelélés: A = B).

Példa.
» ¢ (CH+) = (CH), z—Z
»¢: (C)—=(C;), z—2Z

» ¢: (RT;) = (R;+), x> logx



Hazi feladat a gyakorlatra

25. feladat. Déntse el, hogy a miivelettablazat altal meghatarozott A grupoid
izomorf-e a B grupoiddal.

(a) - ‘ u v x y B = (P ({a b});V)
uly u v x
viu v x vy
x|v x y u
ylx y u v

Nem, mert Vz€ B: zUz=2z,de dz€ A: z-z # z.

) -|u v x y  B=(Zg+)
uly u v x
viu v x y
X|v x y u
Ylx y u v

Igen, pl. u—3,vi—0,x— 1,y +— 2.



Hazi feladat a gyakorlatra

25. feladat. Dontse el, hogy a miivelettablazat 4ltal meghatarozott A grupoid
izomorf-e a B grupoiddal.

(c) x|a b c d B=({1,i,—-1,—i};")
ala b ¢ d
b|b a d c
clc d a b
d|d c b a
(d) ola B 7y ¢ B = (Zs;-)
x|d B a 7
B|B B B B
yla By O
by B o 6
() x|a b ¢ d B = ({id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}; ")
ala b ¢ d
b|b a d ¢
clc d a b
d|d ¢ b a



Nevezetes példak




Gylribdl csoport

4.9. Példa.

Tetszoleges gytiri Abel-csoportot alkot az Gsszeadas miiveletével, és tetszoleges

egységelemes gylir(i egységei csoportot alkotnak a szorzds miiveletével.
(HF: Keressiink konkrét példdkat!).

4.10. Definicid.

Ha G egy csoport, és a H C G halmaz is csoportot alkot a G-bdl ,6rokolt”

miivelettel, akkor azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek. (Pontosabban lasd a
4.43. Definiciéban.)



Szdmhalmazok az dsszeadas miuiveletével

Példa.

Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos Gsszeadasra
nézve?

» H=: nem (nem is grupoid)
» H = {0}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)

v

H=TR", Q", N: nem (csak félcsoport)

v

H = {paros szdmok}: igen (Abel-csoport)

v

H = {pératlan szamok}: nem (nem is grupoid)
» H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)

» H = {véges tizedestortek}: igen (Abel-csoport)



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak monoid)

v

H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)

v

H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak monoid)



Matrixok

4.11. Példa.

TetszOleges T test esetén a T feletti n X n-es matrixok gytiriijének egységcsoportja
a T feletti n-dimenziés dltaldnos linedris csoport (jeldlés: GL, (T)), ebben

az 1 determinanst matrixok alkotta részcsoport a megfelelé specidlis linearis csoport
(jelolés: SL, (T)):

GL, (T) = {A€ T det (A) # 0},
SLn(T) = {A€ T™" : det (A) = 1}.



Hazi feladat a gyakorlatra

26. feladat. Déntse el, hogy az alabbi halmazok grupoidot, félcsoportot, csoportot
alkotnak-e a megadott miivelettel.

@) (P({a b}): L), (Zsi+)
(P ({a, b}); A) csoport, (ZE;+) nem is grupoid

(b) (R®*%+), (R%¥2;.)
(RZXZ; +) csoport, (]Rz><2; ) csak monoid

(c) (Z6\{0};")
(d) (P({a,b}):N)

(e) (R*+)



Hazi feladat a gyakorlatra

27. feladat. Adja meg az aldbbi S7-beli permutacidkat paronként idegen ciklusok
szorzataként.

(a) ((1342)(237))126(3476)~1
(3674)

(b) ((13)(15)(276))*°(125)(63)
(23)(567)

(c) (345)((7451)71(4256))83
(d) ((124)%>(134))7*(27)

(e) ((1247)6(154)103)~100
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