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Redukcié modulo p

Jelodlés.

n
Adott p primszam esetén az f = Za,-‘x’ € Z [x] polinom modulo p redukaltjin az
i=0

n .
fi=) 3 -x' €Z,[x]
i=0

polinomot értjiik, ahol a; az a; egész szamot tartalmazé modulo p maradékosztily.
A maradékosztalyokkal valé szamolas definicidjabdl adddik, hogy

Vf,g€Z[x|: f-g=f-g.
Nyilvan deg f < degf, tovdbba ha p 1 ap, akkor (és csak akkor!) 3, # 0, és igy
degf = degf = n.

Példa.
Legyen p = 5 és f = 10x3 4 7x? + 25x — 2. Ekkor

F=10x4+T7x>+25x+ 2=0x"4+2x>+0x+3=2x*>+3 € Zs [x] .



Egy triikk

Példa.
Felbonthaté-e az f = x* +2x3 + 6x2 + 7x + 5 € Z [x] polinom kisebb fokszdm(i
egész egyliitthatés polinomok szorzatara?

Tegyiik fel, hogy igen:
Jdg.heZ|x]:f=g-h és0<degg,degh < 4.
Redukaljuk modulo 2: f =g-h, ahol g-h € Z3 [x] és 0 < degg,degh < 4.

Node f = x* 4+ x + 1 irreducibilis Z5 [x]-ben, mert nincs neki se elsé- se masodfokii
irreducibilis osztdja. ‘§
Tehat f nem bonthaté fel kisebb foki egész egyiitthatés polinomok szorzatara.

Nemsokara bebizonyitjuk, hogy ekkor f nem bonthaté fel kisebb fokd racionalis
egyiitthatds polinomok szorzatdra sem, tehat irreducibilis Q felett.



Gauss-lemma

3.55. Tétel (Gauss-lemma).

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.

Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.

1. Létezik olyan d > 1 természetes szam, ami osztja az fg polinom minden
egyltthatdjit. (Miért?)

2. Létezik olyan p primszam, amelyre fg = 0 € Z,, [x]. (Miért?)

3. Erre a p primre (s6t, igazadbdl barmelyik p primre) f # 0 € Z, [x] és
Z£0EZ,[x]. (Miért?)

4. Ez pedig lehetetlen. (Miért?)



Felbontds Q, illetve Z felett

3.56. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x} és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z|[x]: f =gh és 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,he Q[x]: f=gh és 0 < degg,degh < n.

Megjegyzés.

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett.
Az elsd viszont nem ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett.

Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg gy, hogy egy egész egyiitthatds
polinom akkor és csak akkor (ir)reducibilis Z felett, ha (ir)reducibilis Q felett.

Példaul a 2 - x faktorizicié Z [x]-ben nemtrivialis, mert 2 ¢ Z [x]* ezért a 2x
polinom nem irreducibilis Z felett (Q felett viszont irreducibilis, hiszen elséfoki).

Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok (mint konstans polinomok).



Hetedik hazi feladat az eloadasra

Az aldbbi linken megtaldlhaté a 3.56. Tétel bizonyitdsa:
https://www.overleaf.com/articles/eahf7/wgzcgkvdjdwt

Indokolja meg a bizonyitas |épéseit: minden téglalapba irja be a bizonyitads
valamelyik kordbbi lépésének betlijelét és/vagy valamelyik eléaddsvézlat-beli
tétel sorszamat, aszerint, hogy mit haszndlunk az adott |épésnél.

> bekiildend6 emailben: twaldha®@math.u-szeged.hu

> pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)

» fajlnév: EHA-eahf7.pdf (példdul WATHAAS-eahf7.pdf)

> hatarid6: november 9, reggel 8 6ra


https://www.overleaf.com/articles/eahf7/wgzcgkvdjdwt

Pontos oszthatdsag

3.57. Definicid.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd
p-vel, de p2-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?ta.

Példa.
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Schonemann—Eisenstein

3.58. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
ptanplani,....p|a1p| a,

akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

3.59. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.

Bizonyitas.
x" 42

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szdmtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> IR felett csak az els6fokiak és bizonyos masodfokiak

irreducibilisek.



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

3.60. Megjegyzés.

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem |étezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfeleld
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditads helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

3.61. Tétel (muindtivl izstilidioubsmi sldt-nistensaid—nnsmsndrod).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ap € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllanp|an-1,....p| a1, ptag, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste
felett.



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatédra az aldbbi polinomot:

Ff=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x% + 54x + 12.

Racionalis gyok csak +1, 42, +£3, +:4, £6, +12, £3, +3 lehet.
Ezek koziil —1 és —% valéban gyok. Horner-mddszerrel levédlasztva a
gyoktényezoket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)2 (2x* +12x 4+ 24) = (2x + 1) (x + 1)? (x* + 6x 4 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

Példa.

Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatédra az aldbbi polinomot:

f = 3x%09 — 10x%° + 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schonemann-Eisenstein (p = 2).



Hazi feladat a gyakorlatra

22. feladat. Hatdrozza meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontdsit Q felett.

(a) 2x7 +5x° + 4x5 4+ 13x* + 54x3 + 84x? + 54x + 12
(2x +1) (x +1)% (x* + 6x + 12)

(b) 3x190 — 10x°° 4 100x — 50
3x190 — 10x%0 4 100x — 50

(c) 3x® +2x5 —7x* +2
(d) 5x® —5x7 +4x% —2x — 2

(€) x" —4x® +4x® + 9x* — 36x3 + 39x% — 12x + 12



Kitekintés: tovdbbi mddszerek irreducibilitas vizsgdlatara




Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 4+ 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?

Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < deggAgN degh < n.
Ekkor deg g < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(1)|f(1)=1 c:=g((2)|f(2)=3.
Tehat az (a, b, ¢) szdmharmasra 32 lehetéség van:
(a,b,c) € {-3,-1,1,3} x{—1,1} x {-3,-1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c) =1(1,1,3) ~ g=x>—x+1 ~ f:(xz—x+1)(x2—3x+3)



Newton-poligon

f =36+ 2x + 6x2 + 2x* 4 18x° + 3x” 4 54x° + 18x10
p=3



Newton-poligon

f=32.443%2x+31.2x2430.2x* +32.2x5 431 . 1x7 +33.2x9 4-32.2x10
p=3

5,2 i ~ (10,2
.(0,2) .& ) (10,2)

(2,1) ~o |-
\ - %




Newton-poligon

f=32.443%2x+31.2x2430.2x* +32.2x5 431 . 1x7 +33.2x9 4-32.2x10
p=3




Dumas tétele

Tétel (Dumas, 1906).

Tetsz8leges f, g € Z [x] polinomok esetén f - g Newton-poligonja megkaphatd
az f és g Newton-poligonjat alkoté szakaszok Gsszeillesztésével.

A bizonyitds elolvashatd Sarré Mihdly Polinomok Newton-poligonjai cimii
szakdolgozataban (SZTE Bolyai Intézet, 2015).

A Schénemann—Eisenstein-tétel trividlis kovetkezménye a Dumas-tételnek:
az ottani oszthatdsdgi feltételek azt jelentik, hogy a Newton-poligon egyetlen
szakaszbdl 4ll, igy nem rakhaté Gssze kisebb darabokbdl.



Derivalt, tobbszoros gyokok

[



Derivalt, tobbszoros gyokok

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
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Derivalt, tobbszoros gyokok

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
f! = 6x5 — 75x* + 360x3 — 828x2 + 912x — 384

A
: :2_-_ ' /\%ON Ha—

6+



Derivalt, tobbszoros gyokok

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
fl = 6x> — 75x% + 360x3 — 828x2 + 912x — 384
" = 30x* — 300x3 + 1080x2 — 1656x + 912

ERVNA
1V T

o =




Polinom derivaltja

3.63. Definicid.

Az f = apx" + -+ + a1x + ag € C [x] polinom deriviltjdnaz
napx" L4 2a0x + a1

polinomot értjiik.

Jelolés.

Az f polinom derivaltjat f’ jeldli, a k-adik derivaltat pedig f(K), az F(1) = £/ és
(0 = f megsllapodassal.

3.64. Tétel.

Minden f, g € C [x] polinomra és k pozitiv egész szdmra érvényesek az aldbbi
derivélasi szabalyok:

(1) (F+g) =F +g
(2) (fg)' =f'g + fg;
(3) (FF)' = kFF=1f".



Polinom derivaltja

Bizonyitas.

A fenti definicié alapjan ,egyszerii” szimoldssal ellenérizhetd (nem kell hozza
hatarérték!). Péld3ul, ha mar (1) megvan, akkor (2)-ben elég monomokkal

foglalkozni.

Ezek alapjan

f=a-xk
fl = ka-xk=
flg+1fg' =

kaxk=1 . bx! 4 axk - Ibx'—1
kab - xk=1H1 4 Jap . xk+1=1
(kab + lab) - xk*1=1
(k+1)ab - xk+I=1,

ab - xkt!

(k+1)ab-xk+-1



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.65. Tétel.

Ha k > 1 és az o« komplex szdm k-szoros gyoke az f polinomnak, akkor
k — 1-szeres gydke f'-nek. (Ha k = 1, akkor & nem gydke f'-nek.)

Bizonyitas.
Ha az a gyok multiplicitdsa k, akkor
f= (x—oc)k~g, ahol g (a) # 0.
Derivaljunk!
fl = k(x—zx)k_l -g+(x—a)k-g’
= (x—a)" (kg + (x—a) g).

Tehdt a legaldbb (k — 1)-szeres gydke f'-nak. Hogy pontosan (k — 1)-szeres gydke
legyen, ahhoz az kell, hogy a kék polinomnak mar ne legyen gydke:

kg (a) + (« — ) g’ (a) = kg () # 0. O



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.66. Megjegyzés.
Az el6z8 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan gydkei is, amelyekért
nem f a ,felelds”.
3.67. Kovetkezmény.
Az f € C[x] polinom a gydkének multiplicitdisa nem mds, mint a legkisebb olyan k
nemnegativ egész, amelyre £k () # 0, azaz a akkor és csak akkor k-szoros gydk,
ha f(a) = f (&) =... = fk"D (a) =0, de F(K) () # 0.
Bizonyitas.
«  k-szoros gyoke f-nek

— & (k—1)-szeres gydke f’-nak

= & (k—2)-sz6rés gyoke f"-nak

= & l-szeres gydke fF(k=1)_nak
— «a 0-szoros gycke £(K)_nak.



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.68. Kovetkezmény.

Az o komplex szam akkor és csak akkor tobbszords gydke az f € C [x] polinomnak,
ha gydke Inko (f, f’)-nak.

Bizonyitas.

« tobbszords gyoke f-nek <= a kdzds gyoke f-nek és f'-nak

<=« gydke Inko (f,f’)-nak
3.69. Kovetkezmény.
Barmely legaldbb elséfokd f € C [x] polinomra az W polinom gydkei
ugyanazok, mint f gyokei, de mindegyik egyszeres gyok.
Bizonyitas.

Tth. « egy k-szoros gydke f-nek (k > 1). Héanyadik hatvanyon szerepel (x —a) ...7

f felbontasdban  k-adik hatvanyon
= f felbontdséban  (k — 1)-edik hatvanyon
= Inko(f,f") felbontdséban  (k — 1)-edik hatvanyon

= f/Inko(f,f") felbontdsiban elsd hatvdnyon. O



Derivalt és tobbszoros gyokok

Példa.
A derivalt vizsgalataval hatdrozza meg az aldabbi f polinom t&bbszoros gydkeit,
majd az Gsszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt):

F=x>4+x*—5x3—x*>+8x—4.
fl = 5x* +4x3 —15x> —2x +8
Inko (f,f) = x3—3x+2 (euklideszi algoritmus)
W = x>+ x—2=(x—1)(x+2) (maradékos osztss)

f= (x—1)>3(x+2)? (Horner vagy derivélas)



Hazi feladat a gyakorlatra

23. feladat. A derivalt vizsgalataval hatdrozza meg az aldbbi polinomok
tobbszords gyokeit, majd az dsszes gyokiiket (multiplicitdssal egyiitt). Az
Inko (f, ") és f/ Inko (f, ') polinomok kiszdmitdsdhoz hasznalhat szamitégépet.

(a) x> +x* —5x3 —x2+8x—4
1,1,1, —2

(b) 3x* —4x3 +1
—14+/2i
L1 =57

(c) x® —10x3 —20x? — 15x — 4
(d) x" —3x% 4+ 5x5 — 7x* +7x3 —5x%> +3x — 1

(e) x® —15x% + 8x3 4+ 51x% — 72x + 27



Irreducibilis polinomnak nincs t6bbszorés gyoke

3.70. Kovetkezmény.

Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [x] irreducibilis T felett, akkor
f-nek minden komplex gyoke egyszeres.

Bizonyitas.

Mivel Inko (f, f") € T [x] osztéja f-nek és f irreducibilis, csak két lehet8ség van:

1. Inko (f, f") ~ f: Ez nem lehet, mert deglnko (f, ") < degf’ < degf.

2. Inko (f, f) ~ 1: Ekkor f-nek nincs t&bbszérés gyodke.



Hazi feladat a gyakorlatra

24. feladat. Déntse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok. A vélaszt minden
esetben indokolni kell!

(a) Ha egy legaldbb elséfokd polinom irreducibilis, akkor nincsen gydke.

nem, pl. x irreducibilis, mégis van gydke

(b) Tetszéleges p primszam esetén minden f : Z, — Z, leképezéshez létezik
olyan Zy[x]-beli polinom, amelynek éppen f a polinomfiiggvénye.

igen, pl. a (0,7 (0)),..., (p—1,f (p—1)) pontokra illesztett
Lagrange—féle interpolacids polinom

(c) Bérmely a, b, c € R szdmokra létezik olyan f € R[x| masodfokd polinom,
melyre £(0) = a,f(1) = b és f(2) = c.

(d) Ha egy C feletti polinom irreducibilis, akkor van gytke.

(e) Ha egy polinom relativ prim a derivéltjdhoz, akkor nincsen tbbszords gydke.



