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Egy véges test

Példa.

Szamoljunk a Z, [x] / (x3 4 x + 1) testben! Ennek 8 eleme van:

0,1, X x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+ 1.
x+1+x2+x=

x24+2x+1 x2 41

(semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1 & a+1, 1x2. 062+1, 042+a, o+ a4 1.
A szdmolasi szabaly:

3

oc3+a—0—1:0, azaz a«” =a+ 1.

(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a?+1
(a+1)-(a®+a) =a+22+a=>+a=(a+1)+a=1



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




Hazi feladat a gyakorlatra

19. feladat. Szamitsa ki a véges testek megadott elemeit.

() Zo[x]/ (C+x+1)-ben x1=2, X2 ' =2

—_— 771 —
x1=x24+1, x2 =x24+x+1

(b) Z3[x]/ (X3 —X+1)—ben 2><2—|—171 =?, X/x+1=?
2241 ‘=% X/xFi=x2+2x+1

(c) Zs|[x]/ (X3 —I—X+2)—ben x2 + 1_1 =?, 4x+3/x2=?
(d) Z7[x]/ (x3 + x + 1)—ben ox ! =?, X/2x+2=?

(e) Zs x|/ (X3 +x2 4+ 2)—ben X+ 1t =?, x2/3x+4=?



Egy végtelen faktortest
Példa.
Hatdrozza meg a K = Q [x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ inverzét.

K elemei ax?+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2-x ' = 0+ 2-xu=1

<~ (2-x)u=1 (modx3—7)
— WeQX:R-x)u=1+(x3-7)v
= u=x*+2x+4 (modx®—7)

— T=x%2+2x+4

Tehdt 2—x ' = x2 1 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {aD(2+th+CZ a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = V/7cis ﬁ".) Tehat K tekinthetd szdmtestnek is:

:{af/Eer\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy 2 — X71 = x2+2x+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz

2_\f—f+2\f+4

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.



Véges testek

3.43. Tétel.

Akkor és csak akkor létezik g-elem( test, ha g primhatvany.

Bizonyitas helyett.

Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy g-elemii test, akkor tartalmaz prim elemszami résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).



Véges testek

Példa.
> kételemii test: GF (2) = Z,
» haromelem( test: GF (3) & Z3
=7 x|/ (x2+x+l)
» otelemii test: GF (5) = Zs

> négyelemii test: GF (4)

> hatelemii test: nincs!

> hételemii test: GF (7) = Z7

> nyolcelemdi test: GF (8) = Z, [x] / (x3 4+ x+1)

> kilencelemii test: GF (9) = Z3 [x] / (x> +1) = {a+ bi: a, b € Z3}

> tizelem( test: nincs!



Irreducibilis polinomok C és IR felett, gyoktényezés alak

Francois Viete
(1540, Fontenay-le-Comte — 1603, Parizs)



Irreducibilitas kiilonbozo testek felett

Példa.
Az f = x> + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: x? +1 = (x+i) (x — /).

Példa.

Az f = x? — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: x? —2 = (x — v/2)(x + v/2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.



Az algebra alaptétele

3.44. Tétel (az algebra alaptétele).

Minden legaldbb elséfokd komplex egyiitthatés polinomnak van gyoke a komplex
szamok testében.

Elsé nem-bizonyitas.

Vizsgaljuk meg egy tetsz8leges f € C [x] legaldbb elséfokd polinom ,szinképét’™:

im0

2

'

-2 0 2
Re

A szinképnek van legsotétebb pontja, és ez a pont csak fekete lehet.




Hatodik hazi feladat az eléaddsra: mdasodik nem-bizonyitds

Tekintsiik az f = x® + x? + x + 9 + 8/ € C [x] polinomot. Készitsen Mathematica
vizualizaciét, amely dbrazolja a 0 koriili r sugard kor f melletti képét, vagyis a
Gr:={f(z) | z€ C,|z| = r} halmazt. Az r € R" paramétert dinamikusan
lehessen valtoztatni. Az dbra alapjdn roviden és informadlisan vélaszoljon az alabbi
kérdésekre (a vélaszokat is a Mathematica fajlba irva):

1.

Hogyan fest a G, gbrbe a sugar nagyon kicsi (pl. r < 0,5) értékeire?

2. Vajon miért igy fest, és miért latnank hasonlét tetszéleges f polinom esetén?
3.
4
5

Hogyan fest a G, gbrbe a sugar nagyon nagy (pl. r > 3) értékeire?

. Vajon miért igy fest, és miért 1atnank hasonlét tetszdleges f polinom esetén?

. Hogyan lehetne a fentiek alapjan megmagyarazni, hogy miért van gydke

minden legaldbb elséfokd f € C [x]| polinomnak a komplex szdmok kdrében?

bekiildend6 emailben: twaldha@math.u-szeged.hu
Mathematica notebook legyen
fajinév: EHA-eahf6.nb (példiul WATHAAS-eahf6.nb)

hataridé: november 2, reggel 8 6ra



Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett

3.45. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett pontosan az els6fokil polinomok irreducibilisek.
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C [x] legaldbb masodfoki, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi
(pl. elséfokd) osztdja.



Irreducibilis faktorizacié a komplex szamtest felett

3.46. Kovetkezmény.

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfokii polinomok
szorzatdra bomlik.

Ha f = a,x"+---4+aix+ap € C[x] (n>1,a, #0), akkor f-nek
multiplicitassal szamolva pontosan n gydke van.

Ha ezek a gyokok aq,...,a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitdsa), akkor

f=an(x—wa1) - (x—ap).
Ezt nevezziik a polinom gydktényezds felbontasanak.
Bizonyitas.
Mivel C test, minden C feletti legaldbb elséfokd polinom irreducibilisek, azaz

elséfokiak szorzatara bomlik. Ezek az els6fokiiak asszocidltsidg erejéig x — «
alakdak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktoriz4cidja igy fest:

f~(x—ag) - (x—ap).

Vilagos, hogy ekkor f gydkei éppen az «1, ..., &, komplex szamok.



Oszthatdsag vs. gyokok

3.47. Kovetkezmény.

Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyoke g-nek is, mégpedig legaldbb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.

Az f polinom gyokei ,egy az egybe” megfelelnek f primosztdinak, tovabbd az «
gyok multiplicitdsa éppen az x — o primtényezé kitevdje f primfelbontasiban.

A primfelbontdsbdl pedig ugyandgy lehet az oszthatdsdgot kiolvasni, mint az egész
szamok korében. ]



Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

3.48. Tétel (Viete-formulak).

Legyenek az n-edfokii f = x" + a,_1x" "1 + -+ + a1x + ag € C [x] fépolinom
komplex gyokei a7, ..., «p (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitdsa). Ekkor fenndlinak az aldbbi sszefiiggések:

—ap—1=a1+ a2+ -+ ap;
ap—2 = Q102 + A1A3 + -+ -+ Ap—_1Qp;

—ap-3 = Q10203 + a1k + - - -+ Kp_20p_10n;

n—1
(=1)" a1 =agan@p2@p-1 + @182 Kp2&p 0 ANF K 1&n;
(—l)n ap = K103 -+ - Kp_1&p.



Viete-formulak

3.49. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (— )k an—k

all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényezds szorzat
Osszege, tehat egy ())-tagl Gsszeg. Formdlisan:

(—l)ka,,,k = 2 Qjy - Wy oo

»
1<ii<ip<-<ix<n
Még formalisabban:

(_1)k3n—k = Z HD‘I

IC{1,...,n} i€l



A Viete-formulak alkalmazasa

Anélkiil, hogy megkeresné a gyckoket, hatdrozza meg az f = x3 —3x% +x — 8
polinom gydkeinek szamtani, mértani és harmonikus kdzepét, valamint kobosszegét.

A Viete-formuldk szerint
a1 +ax+az = 3,

X1 +aqa3 + a3z = 1,
K13 = 8.

szamtani kozép:
artapt+ag 3 1
3 3
mértani kdzép:

Yaroans = V8 =2
harmonikus kozép:

3 _ 3 o 30(10&20(3 _ 78 — o4

1,14 1 ajaptagaztany
o tatn Tytoss a0 + 103 + o3 1




A Viete-formulak alkalmazasa

Példa (folyt.).
Vegyiik észre, hogy
a{’ + zx% + oc% =
= (a1 + a2 +063)3 —3- (a1 + a2+ a3) - (ara2 + w103 + apaz) + 3 - ar0003 =
=3%-3.3.143.8=42

A gyokoknek a Viete-formulakban szerepld kifejezései mind szimmetrikusak,
ezért barmi, amit ezek segitségével felirunk, ugyancsak szimmetrikus lesz.

A gydkok szimmetrikus polinomjait viszont mind ki lehet szamitani a Viete-
formulak segitségével, mert . ..



Kitekintés: szimmetrikus polinomok




A szimmetrikus polinomok alaptétele

Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).
Barmely test feletti n-hatdrozatland szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig

egyetlen médon, az aldbbi oy, ..., 0, elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként:
O = Z Xip = Xiy © oo Xj = Z HX,' ET[Xl,...,Xn].
1<ih<ip<-<ix<n 1C{1,...,n} i€l
[=k
Példa.

Fejezziik ki az (x1 — X2)2 polinomot a 07 = x1 + xo és 0o = x1xo elemi
szimmetrikus polinomok segitségével:

2
(x1 —x2)° = x12 — 2x1X0 + x% = (X12 4+ 2x1x0 + X22) — dxyx0 = 012 — 405.

Alkalmazzuk ezt az ax? + bx + ¢ = a (x — a1) (x — ap) mésodfokii polinomra . ..



Megolddképlet

Példa (folyt.).

Alkalmazzuk ezt az ax? + bx + ¢ = a (x — a1) (x — ap) mésodfokii polinomra:

2 2
2 2 —b c b —4ac
Ny — K = (« o -4 =(—| —4— = —75—.
(@1 —a2)” = (w1 +a2) 102 <a> ; g
Tehdt
/B2 _—
Ky —&y = % —b+vVb%2 —4ac
ayt+ar = _Tb a

Amikor egy magasabb fokU( egyenletet meg akarunk oldani, akkor a nem
szimmetrikus wy kifejezést kell felirnunk a polinom egyiitthatdi segitségével.

A fenti példdban egy négyzetgydkvondssal sikeriilt ,,megtorniink” a szimmetridt.
Legfeljebb negyedfoki polinomokra ezt meg lehet tenni, de 6tédfokid polinom
esetén mar a gyokok szimmetridnak (vagyis az Ss permutaciécsoportnak) olyan
a szerkezete, hogy ez nem lehetséges.

Tétel (Ruffini, 1799; Abel, 1824; Galois, 1830).

Az altaldnos n-edfoki egyenletnek n > 5 esetén nincs megolddképlete, sot,
példdul az x> — 4x + 2 = 0 egyenletnek még ,ad hoc” megolddéképlete sincs.



Valés polinom komplex gyokei

3.50. Tétel.

A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:

VFeR[x] VzeC:f(z) =0 = f(z) =0.

Bizonyitas.
Legyen f = apx" + - - - 4+ a1x + ag, ahol a,, ..., a1, a0 € R.

f(z)=ap- 2"+ ---4+a1-Z+ag

Tehdt f (z) =0 = f(2) =7 (z) =0=0.



Irreducibilis polinomok a valds szamtest felett

3.51. Kovetkezmény.

Egy valds egylitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfokt polinom, melynek nincs valds gydke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kdvetkezok:

» ax+b (a,beR,a#0);

» ax?+bx+c (a,bc€R,a#0 b>—4ac<0).
Bizonyitas.
Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoku polinomok kdzott pontosan a fentiek az
irreducibilisek. Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.

» Ha f-nek van valds gyoke, akkor nem irreducibilis R felett.

» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalds komplex
gyok. Ekkor & is gyoke f-nek, és @ # o mert & ¢ R. Ezért az
(x —a) (x —@) | f oszthat6sag teljesiil C [x]-ben. Node
(x—a) (x—&) =x?> —2Rea-x+|a]* € R[x],
igy f-nek (x —a) (x — &) valddi osztdja R [x]-ben (miért?).



Irreducibilis faktorizacié a valds szamtest felett

Példa.

Hatdrozza meg az f = x® — 27 polinom irreducibilis felbontasat C és R felett.
A polinom komplex gydkei: v/3, —+/3, a, &, B, B, ahol

a:\/§~<1+‘/§i):‘/§+§i, B= f(—+\/§/>:—\/§+3i

2 2 2 2 2 2
A C feletti felbontds (azaz a gyoktényezds alak):

f=(x=V3)(x+V3) (x—a) (x &) (x = p) (x ~ B).
Az R feletti felbontds:

f= (x—V3)(x+V3)(x* —2Rea- x+ [a|*) (x* —2Re B - x + |B|?)
= (x—V3)(x+V3)(x* = V3x+3) (x> +V3x +3).

A Q feletti felbontds:
f=(*-3)(x*+3x*+9).



Hazi feladat a gyakorlatra

20. feladat. Hatdrozza meg az f polinom irreducibilis felbontdsat C és R felett.
(a) x6—27
C felett: (x —V/3)(x +V3) (x —a) (x — &) (x — B) (x — B),
aholtx:§+%i, ,8:—‘/7§+%i;
R felett: (x —v/3)(x+v/3) (x> — v3x+3) (x> + /3x +3)
(b) x* —x?+1

C felett: (x —a) (x — &) (x — B) (x—ﬁ),ahola:§+%i, p=-%+
R felett: (x> —v/3x+1)(x*>+3x+1)

S

N—=
—.

(c) x*+4
(d) x" +7x* — 8x

(e) x*+x2-30



Irreducibilis polinomok Q felett

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
(1823, Berlin — 1852, Berlin)



Primitiv polinomok
Példa.

=152 45,4 5_ 60,2, 315, 410

= & (60x2+315x +70) = 5 -(12x* 4 63x + 14)
~ T
r

3.52. Definicid.

Az apx" + -+ -+ a1x + ag € Z [x| polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyltthatdi relativ primek, azaz Inko (ag, ..., an) = 1.

3.53. Allitas.

Minden raciondlis egyiitthatds polinom felbonthaté egy raciondlis szam és egy
primitiv polinom szorzatara: Vf € Qx| Ire Q If* € Z[x]: f =r-f*

és f* primitiv polinom.

3.54. Megjegyzés.

Az el8z6 llitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszocidltsdg erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szamolni.



Primitiv polinomok

Bizonyitas.

n . )
Legyen f = 2& -x', ahol p;, g; € Z, Inko(p;j,q;)=1 (i=0,...,n).

i—o9i
n .
f = %2 %p,wx’, ahol Q = Ikkt (go, ..., qn)
=0~
b;eZ

X ahol d = Inko (by, ..., bn)

~.,
|
Qla
INngt
Q|

n
Tehdt f = r- f*, ahol r = % €Q é = Z% -x' € Z[x] primitiv
i=0

polinom.



Racionalis gyokok

3.62. Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" + -+ - 4 a1x + ag egy tetszlleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszer(isithetetlen tort alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,qg) =1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gyckei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gydke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokdt megtalalhatjuk (ha van egyaltaldn raciondlis gyok).



Racionalis gyokok

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy s gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).

n n—1
O:f(p) :anp—n—kan_l%—i—---—i—alg—l—ao.
q q q q

Szorozzunk be g"-nel:

0= app"+an-1P" 'q+- - +apg" ' + aq"
\V/

Pl = p| = plao

Hasonléan:

anp”  + anflpn_1q+"'+31pq”_1+aoq" =0
N~

qgla, <= q| = ql



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatédra az aldbbi polinomot:

f=2x>4+3x* —7x3 —3x2 +8x — 12.

Raciondlis gydk csak £1, £2, +3, +:4, £6, £12, £3, +3 lehet.
Ezek koziil —2 kétszeres gyok, % pedig egyszeres gyok:

F—(x—(=2))? (X—g)(2x2—2x+2) — (x42)2(2x—3) (@ —x+1).

A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs racionalis gyoke.



Hazi feladat a gyakorlatra

21. feladat. Keresse meg az aldbi polinomok &szes racionalis gyokét.
(a) 2x5 +3x* —7x3 — 3x% +8x — 12
racionalis gydkok: —2, —2, 3, felbontds: (x + 2)2 (2x —3) (x> —x+1)

(b) X0+ x5 +2x* +4x3 —4x® +4x -8
raciondlis gyskok: 1, —2, felbontds: (x — 1) (x +2) (x* + 2)2

(c) x*+3x3—3x2—11x— 6
(d) x® —x5>—2x3 -3x> —x -2

(e) x® 4 x* —6x3 — 14x%> — 11x — 3



