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https://www.overleaf.com/articles/eahf5/nfhdcbrdqvgg
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bizonyitasat kapja.

> bekiildend6 emailben: twaldha®@math.u-szeged.hu

> pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)

> féjlnév: EHA-eahf5.pdf (példdul WATHAAS-eahf5.pdf)

> hatarid6: oktéber 26, reggel 8 6ra


https://www.overleaf.com/articles/eahf5/nfhdcbrdqvgg

A gyokok szama

3.23. Kovetkezmény.

Ha az 0 # f € T [x] polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilonbdzd gydke van a
T testben.

Bizonyitas.

Legyenek a1, ...,ax € T az f polinom Gsszes kiilonboz6 gyokei. Ekkor
(x—a1) ..o (x—ag) | f = k<degf=n. O
Megjegyzés.

Ha nem test feletti polinomokat tekintiink, akkor a gyokok szama meghaladhatja a
fokszdmot! Példdul az x2 — T € Z1 [x] polinomnak négy gyodke is van!



Polinom vs. polinomfliggvény

3.24. Kovetkezmény.

Ha az f, g € T [x] polinomok legfeljebb n-edfokiiak, és n+ 1 kiilonbdz8 helyen
ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.
Bizonyitas.

Ha a legfelljebb n-edfoki h:= f — g polinomnak van n+ 1 gydke, akkor h = 0.

3.25. Kovetkezmény.

Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a
hozzajuk tartozé polinomfiiggvények megegyeznek.

3.26. Megjegyzés.

Ha a T test véges, akkor taldlhatdk kiilonbdzé T feletti polinomok, amelyekhez

ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (keressiink végtelen sok ilyen példat!). Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Lagrange-interpolacié

3.27. Tétel (Lagrange-interpolacid).
Tetszoleges ¢, .. ., Cn+1 paronként kiilonboz6 és dy, .. ., dnt1 (nem feltétleniil

kiilonb6z8) T-beli elemekhez létezik pontosan egy f € T [x] legfeljebb n-edfokd
polinom, amelyre f (¢;) =d; (i=1,...,n+ 1) teljesiil.

3.28. Definicid.

Az el6z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpoldcids polinom.

3.29. Megjegyzés.

El6fordulhat, hogy az n+ 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpolacids polinom
foka kisebb, mint n. Pontosan n-edfokd polinom |étezését nem lehet garantdini.
Ha nem kétiink ki semmit a fokszamra, akkor elveszitjiik az unicitdst: barmely

g € T [x] polinomra f + (x —c1) - - (x — cpy1) - & is megfeleld. Nem nehéz
meggondolni (tegyiik meg!), hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d;
értékeket veszi fel, el6all ilyen alakban.



Lagrange-interpolacié

Példa.

Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszami f € R [x] polinomot, amelyre

P =(x—1)(x—2)(x—3) P;1(0)=—6
Py =x(x—2)(x—3) Dy (1) =2
P3=x(x—1)(x—3) P3(2) = -2
Py =x(x—1)(x—2) Dy(3)=6



Hazi feladat a gyakorlatra

16. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszamd f € C [x] polinomot,
amely a megadott helyeken a megadott értékeket veszi fel.

(a) F(0)=1, f(1)=2 f(2)=4, f(3)=8
f:%x3+gx+1

(b) f(—=1)=6, f(0)=5,f(1)=0, f(2)=3,f(3)=2
f=—-x*+43—-x2-7x+5

() F(1)=2 f(i)=1i
(d) F(1)=2 f(2)=1, f(3) =4, f(4) =3

(e) F(1)=0, F(2)=1, F(3) =3, f(4)=6



Irreducibilis polinomok, véges testek

Evariste Galois
(1811, Bourg-la-Reine — 1832, Parizs)



[rreducibilitas

3.30. Definicié.

A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfokd, és csak tgy bonthaté két
polinom szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a mésik tényezd

sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trividlis faktorizaciordl beszéliink.)
Formalisan:

Vi,geT[x|:p=fg = (p~fvagyp~g).

3.31. Allitas.

Egy legaldbb elséfoki p € T [x]| polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszamu polinomok szorzatéra.

Bizonyitas.
> trividlis felbontds: p = f - g, ahol degf = 0,degg = degp (vagy forditva)

» nemtrividlis felbontds: p = f - g, ahol 1 < degf,degg < degp



Egyértelmi irreducibilis faktorizacié

3.32. Definicid.

A p € T [x] polinom prim, ha legaldbb elséfokd, és valahdnyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényezdjének. Formdlisan:

Vf,gcT[x]:p|fg = (p|fvagypleg).

3.33. Tétel.

Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsdg ekvivalens.

3.34. Tétel.

Minden legaldbb elséfokil polinom felbonthaté irreducibilis polinomok szorzatéra.
Ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmiien
meghatarozott, azaz ha p; - ... - pn és g1 - ... gm ugyanazon polinom két

irreducibilis faktorizaciéja, akkor n = m, és létezik olyan m € S, permutacid, hogy
minden i = 1,..., n esetén

Pi ™~ qr(i)-



Irreducibilitds vs. gyokok

3.35. Allitas.

Az elséfokl polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor degg +degh =1, és igy

degg =1,degh=0 vagy degg =0,degh=1.
Mindkét esetben trividlis a felbontds.

3.36. Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke.

Bizonyitas.
Ha o gydke f-nek, akkor f = (x — «) (- - - ) nemtrividlis felbontas.



Irreducibilitds vs. gyokok

3.37. Tétel.
HafeT [x] és 2 < deg f < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke.
Bizonyitas.

Ha f = g - h, akkor deg g +deg h € {2, 3}, igy a nemtrividlis felbontdsokra a
kovetkezo lehetdségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van els6foki osztéja. Egy elséfokd

polinom asszocidltsag erejéig mindig x — a alakban irhaté* , ez pedig akkor és csak
akkor osztja f-et, ha a gyoke f-nek. ]

*ax—f—b:a(x—f—g)wx—i—g:x—(—g):x—zx



Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfokd polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikdcid igaz a masod- és harmadfoku polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x%2 4+ 1 € R [x] polinomnak nincs valés gydke, mégsem irreducibilis R
felett:

f= (X2+ 1)(x2+ 1).



Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Irreducibilis faktorizacio

Példa.

Bontsa irreducibilis tényezok szorzatdra az aldbbi polinomot:
f=x043x* —x3+ 23 +x—1€Zs[x].
Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gyoke-e

valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, anndl a Horner-mdédszerrel megéllapitjuk a multiplicitdst, és
levalasztjuk a gyoktényezoket:

f=(x—1)%(x—3) (x —4) (x> + 4x +2).

Az x? + 4x 4+ 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foki polinom marad a gydktényezék kiemelése utdn,
akkor valami triikkre van sziikség ... )



Hazi feladat a gyakorlatra

17. feladat. Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatdra a polinomokat a megadott
polinomgytiriikben.

(a) X0 +3x* —x3+2x%2 + x -1 € Zs [x]
(x=1)% (x=3) (x—8) (@ +3x+2)

(b) x>+ x*+23+x2+1€ Z3[x]
(X—I) (X—?) (X3—0—X2+§)

() S+xt+2x3+2x+1 € Z3[x]
(d) x®* +x*+2x3+1 € Zs [x]

(e) x®+x3+4x%+4 € Zs []



Polinomgytirli faktorteste

3.38. Tétel.

A T [x] / (m) maradékosztély-gylir(i akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy

1. T [x]/ (m) kommutativ egységelemes gylirii (3.14. All);
2. T [x]/ (m) egységcsoportja: {f: f L m} (3.15. Tétel);
3

. tehdt T [x] / (m) akkor és csak akkor test, ha legaldbb kételemdi, és
(%) VfeT[x]: mif = f1lm (2.4. Def.).

Ha me T\ {0} , akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelemii, tehdt nem test.
» Ha m =0, akkor (*)-ra f = x egy ellenpélda. (Ekkor T [x]/(m) = T [x].)
(*

v

v

Ha m = f - g egy nemtrividlis felbontds, akkor (x)-ra f egy ellenpélda.

Ha m irreducibilis, akkor () teljesiil, mert Inko (f, m) csak 1 vagy m lehet.

O



Hazi feladat a gyakorlatra

18. feladat. Déntse el, hogy testek-e a megadott faktorgyiiriik, és hatarozza meg
elemeik szamat.

(a) Zo[x] / (x®+x241)
8-eleml, test

(b) Zs[x]/ (x*+1)
25-elemi, nem test

(c) Zs[x]/ (X3 + 2)
(d) Z3[x]/ (x*+1)

(e) Zz[x] / (x®+x2+1)



Polinomgytirli faktorteste

3.39. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirli olyan test, amelyben az m
polinomnak van gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Bizonyitas.
A maradékos osztds tétele (3.5. Tétel) szerint
VfeT[x] AreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.

Ezért T [x] / (m) minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban.

Ha T = Z,, akkor p vdlasztasi lehetéségiink van minden a;-re ezért dsszesen
p"-féleképp tudjuk az a,_1,..., a1, ap (n db) egyiitthatdkat megvélasztani.



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap_1x" 14+ +ax+ag
= ap+tax+ - +arx"!
= a+aa+---+ a,,,ltx”_l (ao, ai, ..., an—1 € T) .

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(a) =m(x) =m(x) =0,

hiszen m =0 (mod m). Tehdt & € K valdban gycke m-nek.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a+an+-+ap—1a”™ ' (ag,a1,.... a1 €T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a" 4 bp_1a" 1 4. 4 by + by = 0. Tehét a szémolasi szabaly:

n 1

a" = —by_1a" " — - — biax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



Egyszerli algebrai bovités

3.40. Kovetkezmény.

Tetszéleges T test és f € T [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan K test,
amelyre

1. K bovitése T-nek, azaz K 2 T;
2. létezik olyan a € K elem, amely gyoke f-nek;

3. K minden eleme egyértelmiien eléall
ap_1a" 14+ tawt a0 (an-1,--., ag € T) alakban, ahol n = deg f.

Bizonyitas.
Legyen K = T [x] / (f), és alkalmazzuk az el8z8 tételt.

3.41. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a K test T-bdl az a elem adjungdldsdval keletkezik (jeldlés:

K = T («)), és az ilyen médon el83ll6 testeket T egyszerii algebrai bévitéseinek
nevezziik.



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és f = x2 + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K= {ao—|—81X | aop, a1 EIR}.

Vegyiik észre, hogy x2 = —1, hiszen x? = —1 (mod x* +1).
irjunk X helyett / betlit, és hagyjuk el a vonasokat a konstansokrdl.
Ekkor K egy tipikus eleme:

ataix=3+3a-Xx=a+a-i

Tehat K elemei ag + a1 - i (a0, a1 € R) alakdak, és az i szimbSlumra vonatkozd
(egyetlen) szamoldsi szabaly: i = —1.

Tehdt C =R (i) 2 R[x] / (x® 4+ 1), és ezt tekinthetnénk akdr a komplex szdmok
definiciéjanak is.



