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Asszocidltsag

3.2. Definicié.
Az f és g polinomok asszocidltak (jelélés: f ~ g), ha f|gésg|f.

3.3. Tétel.
A T [x] polinomgyliriin az oszthatdsig reflexiv és tranzitiv relacid,
tovabba tetszdleges f, g € T [x] polinomokra

(1) f~g <= Jce T\{0}:g=cf;
(2) flgésg #0 — degf < degg.

3.4. Tétel.

Az asszocisltsag ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztdlyat kivéve minden
asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan egy fépolinomot.



Az oszthatdsdg szerinti részbenrendezés

Megjegyzés.
Asszociélt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonbdztetni, ha csak
az oszthatdsagot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocidltsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Mivel test feletti polinomgytir(i esetén minden asszocialtsagi osztaly (a nulldét
kivéve) pontosan egy fépolinomot tartalmaz, asszocidltsig erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.



Maradékos osztas

3.5. Tétel (a maradékos osztds tétele).

Ha f,g € T [x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q és r € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg. Ebben a
maradékos osztasban f az osztandd, g az osztd, q a hanyados és r a maradék.

Példa.

Végezziink maradékos osztdst az aldbbi Z7 feletti polinomokon:

f=3x>45x* + 5x3 + 4x2 + 3x + 1, g =5x3+ x>+ 5x+ 1.

(§x5+§x4+§x3+1x2+§x+1) : (§x3+x2+§x+1) = 2x2 4 2x
3x% 4+ 2x* +3x3 +2x2

3x4 +2x3 +2x2+3x +1
3x4 + 2x3 +§x2 +2x

6X2+ x +1

A hanyados: g = 2x% + 2x; a maradék: 6x% 4 x 4 1.



Legnagyobb kozos osztd

3.6. Definicid.

A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;
2.Vke Tx]:(k|fésk|g) = k|d.

Hasonldéan definialhatd polinomok legkisebb k6zds tébbszérédse is.

Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb koz0s osztét a legmagasabb fokszam
kdzos osztoként definidlni. Ha d legnagyobb kdzds osztdja f-nek és g-nek a
3.6. Definici6 értelmében és d # 0, akkor d maximalis fokszdmd f és g kdzos
osztéi kozott. Valdban, ha k egy kdzds osztd, akkor k | d és igy deg k < deg d
(ldsd a 3.3. Tételbeli (2) tulajdonsidgot).



Euklideszi algoritmus

3.7. Tétel.

Barmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb k6z8s osztdja és legkisebb
kodzos tobbszorose, és ezek asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatarozottak.

A legnagyobb kdz0s oszté kiszamithaté az euklideszi algoritmussal, és kifejezhet6 f
és g ,linedris kombinacidjaként™ Ju,v € T [x]: fu+ gv = Inko (f, g).

Példa.
Oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x| polinomgytiriiben:

f:x4+2x3+4x2+2x+3, g:X3+X2+X—3.

X223 +4 +2x+3 = (x+1)- (P +x2+x-3) + 23 +4x+6
X3+x2+x-3 = (x—1)- (x*+2x+3) + 0

Tehat Inko (f, g) ~ 2x? + 4x 4+ 6 ~ x? + 2x + 3.
Hab a tortan:

f=(x+1) (x*+2x+3), gydkei: =+i, —1++2i
g = (x—1)(x®>+2x+3), gydkeir 1, —1£+/2



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa (folyt.).

Az euklideszi algoritmus tomorebben Gsszefoglalva:

f (x+1)-g + 2x%+4x+6

g = (x—1)-(x¥*+2x+3) + 0
Tehat Inko (f,g) ~ 2x% + 4x + 6 ~ x? + 2x + 3.
Fejezziik ki a legnagyobb kozos osztét f és g segitségével:

11
X 2x 3= (f—(x+1)-g):-f+<_x_

N~

Az egyenlet egy megolddsa: ug = % v = —%x — %



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa.
Oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet a Z7 [x] polinomgyiiriiben:

f=x°+8, g=x"+5x+1¢€Z7[x]
f =x%.g + 2x3+6x>+6
g = (4x+2)-(23+6x>+6) + 2x*+2x+3
2346x246 = (x+2)-(2x*+2x+3) + 0
Tehdt Inko (f,g) ~ 2x? +2x +3 ~ x®> + x + 5.
Fejezziik ki a legnagyobb kozos osztét f és g segitségével:
X4 x+5 =21 (2x242x+3) =4 (g— (@x+2)- (2x*+6x2+6))
=4 (g—(4x+2)-(f—x>-g))
= (5x+6) - f+ (23 +x*+14) - g
Az egyenlet egy megoldasa: g = 5x +6, vg = 2x3 + x>+ 4.



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

3.8. Tétel.

Tetsz&leges adott nemzéré f, g, h € T [x] polinomok esetén az fu+gv = h

egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u, v € T [x] polinomokra
nézve, ha Inko (f, g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor barmely t € T [x] esetén az aldbbi (u, v) par is

megoldas, tovdbba minden megoldds el6all ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvalasztasaval:

g
= -t
v=tt e f g
f t
V = V( - L.
0 Inko (f, g)



Kongruenciarelacio

3.9. Definicid.

Tetszbleges f, g, m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m,
ha m| f— g (jeldlés: f =g (modm)).

3.10. Allitas.

A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié T [x]-en, és két polinom akkor és csak
akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

Tétel.
Tetsz&leges f, g, h, fi, 81, f2, g2, m € T [x] esetén érvényesek az alabbiak:

i =g (modm) N hAth=g g (modm)
f = go (mod m)

ﬂ'szgl'gz (modm)
» Ha h # 0, akkor hf = hg (modm) <— f=g (modm).

» Ha Inko (m, h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) <= f =g (modm).



Linearis kongruencia

3.11. Tétel.

Tetszbleges f, g, h € T [x] esetén az fu = h (mod m) linedris kongruencia

akkor és csak akkor oldhaté meg (az u ismeretlen polinomra nézve),

ha Inko (f, m) | h.

Példa. B

Oldja meg az f - u =1 (mod m) konruencidt a Zs [x] polinomgyiriiben, ahol
f:x2+§x+1 m=x3+2x>+4x+2.

f-u=1 (modm) <= 3JveZs[x]: fu=I1+mv

— 3IvelZs[x]: u—mv=1
Egy megoldds: up = x*> +4x +1 (és vo = 4x).

Az éltaldnos megoldds: u= x> +4x +1 (mod m).



Linearis kongruencia

Példa.

Oldja meg az f - u =1 (mod m) konruencidt a Zj [x] polinomgytiriiben, ahol
F=x24+1, m=x3+x2+1.
A szokdsos médszer:
f-u=1(modm) <= 3JveZyx]: fu=1+mv
— IvelZyx]: fu—mv=1

. Up = x> + x + 1. Tehét a kongruencia megolddsa: u = x>+ x+1 (mod m).

Egy masik gondolatmenet:

fou=T (modm) <= (x+1)°-u=x3+x2 (modx3+x2+1)
— (x+1)-u=x> (modx3+x2+1)
= (x+1)-u=x>+T1 (modx®+x?+1)
< u=x2+x+1 (modx3+x?+1)



Hazi feladat a gyakorlatra

13. feladat. Oldja meg az f - u =1 (mod m) konruenciit.

(3) F=x®4+3x+1, m=x3+22+&x+2 € Zs [x]
u=x2+4x+1 (modm)

(b) F=x>+1 m=x3+x2+1€Z x|
u=x®+x+1 (modm)

(c) f=3x*+2 m=x3+x+1€Zs[x]
d) F=22+3, m=x>+x2+x+1€Zs[x]

(e) f=x2, m=x3+x24+1€Z,[x]



Maradékosztaly-gytiri

3.12. Definicié.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztédlyokat modulo m maradék-
osztalyoknak nevezziik.

Az f € T [x] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeldli, a
maradékosztalyok halmazat (vagyis a modulo m kongruencidhoz tartozé
faktorhalmazt) pedig T [x] / (m) jeldli.

Tehdt T [x]/(m)={f:fe T[x]}.

3.13. Definicié.

A modulo m maradékosztélyok halmazan értelmezziik az Gsszeadast, az additiv

inverz képzését és a szorzast a kovetkezdképpen: tetszdleges f, g € T [x] esetén
legyen

f+g=Ff+g, —g=—-g f-g="fg

3.14. Allités.

A fenti miiveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztalyok Gsszege (addditiv inverze,
szorzata) nem fligg attdl, hogy az egyes maradékosztdlyokbdl melyik elemet
vélasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miiveletekkel T [x] / (m) kommutativ
egységelemes gyliriit alkot (maradékosztaly-gy(iri).



A maradékosztdly-gylirli egységei

3.15. Tétel.

Az f € T [x] / (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ

inverze, ha Inko (f, m) ~ 1. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien
meghatarozott.

Példa.

Hatdrozza meg az f € Zs [x] / (m) maradékosztaly multiplikativ inverzét, ahol

f:x2+§x+1 m=x3+2x>+4x+2.

T inverze f-nak

Tehat f multiplikativ inverze: x2 4+ 4x + 1.



Polinomfiiggvények, gyokok, interpolacid

Joseph-Louis Lagrange
(1736, Torino — 1813, Parizs)



Polinomfliggvény

3.16. Definicid.

Az f = apx" 4+ - -+ a1x+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (c) = apc” +---+arc+ap € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az
f: T—=T,cr f(c)leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantigy jeldljiik; a
szovegkdrnyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrél van szé.

Ha polinomfiiggvényekrdl van szé, akkor x-et vdltozdnak nevezziik (nem pedig
hatdrozatlannak).



Polinom vs. polinomfliggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 75,00 =01~1=12-2=2
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 —7Z3,0—0 1—1, 2+—2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonbdz8 polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Polinom vs. polinomfliggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elemi test, akkor

» a T — T leképezések szdma g9, mig

> T feletti polinombdl végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z6 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Gyokok és oszthatdsag

3.17. Definicié.
Az x € T elem gycke az f € T [x] polinomnak, ha f (a) = 0.

3.18. Tétel (Bézout tétele).

Barmely f € T[x] ésaw € T esetén f (a) =0 <= x—ua | f.
Bizonyitas.

Osszuk el f-et (x — a)-val maradékosan:

f=q(x—a)+r ahol g, r € T[x]| és degr < deg(x —a) =1.

Vegyiik észre, hogy itt r konstans polinom. Ertékelj[jk ki az x = « helyen a fenti
egyenl6ség mindkét oldaldt:
fla)=q(a)(a—a)+r=r.
Tehat
x—a|f <= r=0 < f(a)=0.



Kozos gyokok

3.19. Kovetkezmény.

Tetsz8leges f, g € T [x] polinomok esetén f és g kdzds gyokei ugyanazok, mint
Inko (f, g) gydkei.

Bizonyitds.
Legyen d = Inko (f, g). Tetszbleges & € T esetén
o« kdzds gydke f-nek és g-nek <= f(a) =0ésg(a) =0
— x—a|fésx—ualg (Bézout)
— x—a|d (Inko def.)

<~ d(a) =0. (tuozéB)



Tobb gyoktényezo kiemelése

3.20. Kovetkezmény.
Ha a1,...,ax € T paronként kiilonbozé elemek és f € T [x], akkor

fla)=...=f(ay) =0 <= (x—ag)-...-(x—ayg) | f.

Bizonyitas.
flag)=...=f(ag) =0 < x—ay,..., X—wg | f (Bézout)

= (x—a1) ... (x—ag) | £ (miért?)



Horner-elrendezés

3.21. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f € T [x| polinomnak az & € T elem k-szoros gydke, ha
(x—a)* | Fde (x—a)*TH{ £, A k szémot az a gydk multiplicitdsanak nevezziik.

3.22. Megjegyzés.

Megengedjitk a k = 0 esetet is: a pontosan akkor nullaszoros gyok, ha nem gyok.

Legyen f = apx™ + - - -+ aix + ag € T [x] egy n-edfokii polinom és ¢ € T. Ha

f (c) értékét szereténk kiszamitani, akkor a szokdsos f (¢) = apc" + -+ -+ ajc+ ap
felirdst haszndlva 2n — 1 szorzast és n Gsszeadast kell elvégezniink. Ha viszont a
disztributivitast kihasznalva f (c¢)-t a kdvetkezé alakban irjuk fel, akkor csak n
szorzast és n Gsszeadast kell elvégezni:

f(c)=((--(((an-c+an-1)-ct+apn2)-c+an3) - +a) c+ar) c+ao.

Ezt nevezziik Horner-elrendezésnek. Figyeljiik meg, hogy balrdl jobbra haladva
elvégezve a miveleteket a kdvetkezd részeredmény mindig gy adddik, hogy az
eléz8t megszorozzuk c-vel, és hozzdadjuk f soron kdvetkezd egyiitthatdjat. (Itt
részeredményen az egy zardjelpdron beliili kifejezéseket értjiik.)



Horner-mddszer

A szamolast kényelmesebb az alabbi tabldzatban elvégezni.

| s |0 & || &
c an an-C+an_1 & &~C—0—Q f(c)

Amint a kovetkezo tételbdl és kovetkezményébdl kideriil, a Horner-elrendezés
valéjdban nem csak f (c¢) kiszdmitdsdra alkalmas.

Tétel (Horner-médszer).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ag € T [x] egy n-edfokii polinom és ¢ € T. Ha a
Horner-médszerrel elkészitett tablazat alsé soraban all6 elemek by, ..., b1, by, azaz
bp=apés bj=bjy1-c+a; (i=n—1,...,0), akkor by nem mds, mint az f-nek
az x — ¢ polinommal valé osztdsakor keletkez6 maradék, bpx" L4+ box + by
pedig ugyanezen osztas hinyadosa:

f=(x—c)- (bax""1+ -+ byx + b1) + bo.



Hazi feladat a gyakorlatra

14. feladat. A Horner-médszer segitségével hatdrozza meg az f polinom ¢
gyokének multiplicitasat.

(@) F=x3—4x>+5x—2 c=1
kétszeres gyok, f = (x —1)?(x — 2)

(b) F=x®+a5+7x*+83+7x° +4x+1, c=—1
négyszeres gyok, f = (x + 1)*(x®> + 1)

(c) F=x®=bx*+7x3—2x24+4x—8, c =2
(d) f=x>47x*+16x>+8x> — 16x — 16, ¢ = —2

(e) F=x34+x2+x+1, c=i



[teralt Horner-modszer

Kovetkezmény (iterdlt Horner-mddszer).

Alkalmazzuk a Horner-médszert az f = apx” + -+ -+ aijx+ag € T [x] polinomra
és a c € T elemre, majd egészitsiik ki a tdbldzatot egy Ujabb, az el6z6nél eggyel
rovidebb sorral a fentebb leirt szdmoldsi szabdlyt kovetve. Folytassuk djabb, egyre
rovidebb sorokkal, mig végiil egy haromszog alak( tablazatot kapunk:

an | an-1 |- | a1 | a |
c ‘ do
c R
c dn—1
c || dy

A tdblazat jobb szélén atlésan elhelyezkedd elemek megadjak annak a polinomnak
az egylitthatdit, amelyet f-bél az x — ¢ hatarozatlanra vald attéréssel kapunk:

anx"+---+axt+a=dp(x—c)"+---+di(x—c)+ do.

Hady=:--=dk_1=0¢és d, #0, akkor a ¢ € T elem k-szoros gydke f-nek.



Hazi feladat a gyakorlatra

15. feladat. Déntse el, hogy igazak-e az aldbbi llitasok. A valaszt minden
esetben indokolni kell!

(a)

Minden f, g € Z3 [x] esetén, ha f | g és g | f, akkor f = g.
Hamis; egy ellenpélda: f = x, g = —x

Létezik olyan f € Zj [x] polinom, amelynek végtelen sok osztéja van.

Igaz, pl. f =0 (mas ilyen példa nincs is!).
Minden f, g € Z [x] esetén, ha f | g és g | f, akkor f = g.

Léteznek olyan f # g € Zs3 [x] polinomok, melyekre minden ¢ € Z3 esetén

f(c)=gl(c)

Létezik olyan f € R [x] polinom, amelyre Inko(f,x3 —1) = x + 1.



