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Hazi feladat a gyakorlatra

7. feladat. Egységgyckok-e a kdvetkezé komplex szamok, és ha igen, akkor
hanyadik egységgyokok?

(a) %+%i(nem), —?+§i(8,16,24,...), cis%(24,48,72,...)
(b) cisv/2 (nem), —%+§i (3,6,9,...)

© -3+

(d) —?-l-%i

(¢) cis 2F



Harmadik hazi feladat az eloadasra

Készitsen Wolfram Mathematica-ban dinamikus vizualiziciét, ami az (a + bi)k
komplex szamokat dbrazolja a Gauss-féle szamsikon k =1,2,..., n esetén. Az
a,b € R és n € IN paramétereket dinamikusan lehessen véltoztatni (pl. cstszkaval).

v

bekiildend6 emailben: twaldha@math.u-szeged.hu

v

Mathematica notebook legyen

v

fajlnév: EHA-eahf3.nb (példdul WATHAAS-eahf3.nb)

v

hatédrid6: oktdber 5, reggel 8 6ra



Hazi feladat a gyakorlatra

8. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi 4llitdsok. A vélaszt minden esetben
indokolni kell!

(a) Van olyan z komplex szdm, amelyre Rez =1és |z —i| = 3.
lgaz, pl. z =1+ (2v/2+1)i.

(b) Tetszéleges z € C és n € IN esetén, ha {/z értékei kozott van valds szdm,
akkor z is valds.

Igaz, mert, ha u € R egy n-edik gyoke z-nek, akkor z = u" € R.

(c) Tetszbleges z € C esetén, ha z? harmadik egységgydk, akkor z is harmadik
egységgyok.

(d) Tetszéleges z, w € C esetén |z + w| = |z| + |w|.

(e) Van olyan z komplex szdm, amelyre Rez = 2 és |z| = 1.



2. Absztrakt algebrai struktarak




Csoport, gylri, integritdstartomany, test




Gyrik

2.1. Definicié.

Ha egy nemiires R halmazon kett6 kétvaltozés miivelet is értelmezve van
(nevezziik az egyiket dsszeaddsnak, a masikat szorzdsnak) gy, hogy

(R; +) Abel-csoport, (R;-) félcsoport, és a szorzas disztributiv az 6sszeaddsra,
akkor az (R; 4+, -) struktirdt gydiriinek nevezziik.

Megjegyzés.
Adott R halmaz és +, - miiveletek esetén tehat a kovetkezdket kell ellendrizni,
hogy meggy6z8djiink réla, hogy (R; +, ) gyliri:

0. a +, - miveletek valdban értelmezettek az R halmazon;
1. az 6sszeadas asszociativ;

. az 6sszeadas kommutativ;

. létezik additiv egységelem;

2
3
4. minden elemnek létezik additiv inverze;
5. a szorzds asszociativ;

6

. a szorzas disztributiv az 6sszeaddsra.



Gyrik

2.2. Definicié.

Az (R;+) csoportot az (R; +, -) gylirli additiv csoportjanak nevezziik, és ennek
megfeleléen beszélhetiink additiv egységelemrél és additiv inverzrélis. Az (R; )
félcsoport neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.

Jelolés.

Tetszbleges gytriiben 0 jeloli az additiv egységelemet, az a gylriielem additiv

inverzét pedig —a jeloli, és értelmezhetjiik a kivonds miiveletét a b—a = b+ (—a)
képlettel.

2.3. Allitas.
Ha (R;+, ) gyliri, akkor minden a € R esetén a-0 =0-a = 0 teljesiil.
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Testek

2.4. Definicié.
Testnek neveziink egy (T;+,-) gyliriit, ha (T \ {0} ;) Abel-csoport
(ebb8l kdvetkezik, hogy |T| > 2).

Megjegyzés.
Adott (T;+,-) gylirli esetén tehdt a kdvetkezdket kell ellen&rizni,
hogy meggy6z8djiink réla, hogy (T;+,-) test:

7. a nemzéré elemek halmaza nem Ures, és zart a szorzasra;
8. a szorzas kommutativ;

9. létezik multiplikativ egységelem;

10. minden nemzéré elemnek létezik multiplikativ inverze.

Megjegyzés.
A 7. pontbdl a zartsagi feltétel elhagyhatd, mert kovetkezik a tobbibdl.



” 7

2.5. Definicid.

Ha egy gylirliben nemcsak az 6sszeadds, hanem a szorzds is kommutativ, akkor
kommutativ gyiiriinek nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ

egységelem is létezik (amelyet altaldban 1 jeldl), akkor egységelemes gyiiriirél
beszéliink.

ogy ha egy egységelemes gyliriben az additiiv

a multiplikativ
egységelem mege ik (azaz 0 = 1), akkor a gylirinek

egyetlen eleme van.
» bekiildend6 emailben: twaldha

> pdf fajl legyen (lehet szk

> fajlnév: EHAZ

3.pdf (példdul WATHAAS-eahf3.pdf)

rid6: oktdber 5, reggel 8 éra


SZTE
Ceruza

SZTE
Ceruza


Egységek

2.6. Definicid.

Legyen R egységelemes gylirli. Az a &R"elemet egységnek nevezziik, ha létezik
multiplikativ inverze, azaz létezik olyara~1 &R elém, amelyre aa 1L =a"1a =1
teljesiil.

2.7. Tétel.

Az egységek barmely egységelemes gylirliben csoportot alkotnak a szorzds
miiveletére nézve.

2.8. Definicié.

Az R gyliri egységeinek multiplikativ csoportjat R egységcsoportjanak nevezziik és
R*-gal jeldljiik.

2.9. Definicid.

Ha T test, akkor a (T*;-) = (T \ {0} ;) Abel-csoportot a T test multiplikativ
csoportjanak hivjuk.


SZTE
NEM ÖSSZEKEVERNI!


Integritdstartomanyok

2.10. Definicio.

Ha egy gylir(i a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt
mondjuk, hogy a és b zérusosztok.

Ha egy gyiirliben nincsenek zérusoszték (azaz null4tdl kiilonbdzd elemek szorzata
sosem nulla), akkor zérusosztémentes gyliriinek nevezziik.

A kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes gylir(i neve integritastartomany.

Megjegyzés.

Az integritastartomdny definicidjdban szokds még feltenni azt is, hogy 1 # 0,
vagyis az egyelemii {0} gyiriit nem (mindig) tekintjiik integritdstartomanynak.

2.11. Allitas.

Integritdstartomanyban lehet nemzérd elemmel egyszerisiteni, azaz tetszoleges
a, b, c (c #0) elemekre
ac=bc = a=0b.

2.12. Allitss.

Minden test integritastartomany.



Szamgylriik és szamtestek

Megjegyzés.
Adott H C C szdmhalmaz esetén a gylir(i (test) definicidjdbdl sok minden
automatikusan teljesiil a szokdsos 0sszeadas és szorzas miiveletére.

Ezért elegend6 az aldbbiakat ellendrizni:

Vabe H: a+beHésabec H
0€ H ; gylri _
Int. tart.
Vae H: —acH test

l1eH

Vac H\{0}: aleH



(Ellen)példak

Példa.
Az aldbbi halmazok kozil melyek alkotnak gydriit, integritdstartomanyt, testet a
szokdsos Osszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritastartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirii

v

{péros szdmok}: kommutativ, zérusosztémentes gyiiri

v

{paratlan szamok}: nem is gyirii

v

{irraciondlis szamok}: nem is gyirii

v

{véges tizedestortek}: integritdstartomdny (mi az egységcsoportja?)

v

R"*": egységelemes gylirii (egységcsoportja: GL, (R))

v

Z[i)|={a+bi:a becZ}: integritdstartomdny (mi az egységcsoportja?)



Hazi feladat a gyakorlatra

9. feladat. Déntse el, hogy gyiiriit, integritdstartomanyt, illetve testet alkotnak-e
az aldbbi szdmhalmazok a szokadsos 0sszeadds és szorzds miiveletével.

(a) Q(i)={a+bi:a,beQ} test

(b) {a+bi:a, beZésaisés bis paros} gyliri
(c) Z[V2] = {a+bﬁ:a,b€Z}

(d) {a+bi:a b€ Z és apiros}

(e) {a+bi:a beZés b paros}



Nevezetes gytirik




Maradékosztaly-gytirik

2.13. Allitas.

» Minden m > 2 egész szam esetén a modulo m maradékosztélyok egységelemes
kommutativ gytrit alkotnak.

> A Zp, gylirli egységei éppen a redukdlt maradékosztalyok (innen a Z7, jeldlés).

» Ha m primszam, akkor Z,, test, ha m nem prim, akkor Z,, még csak nem is
integritdstartomany.

2.14. Definicié.

A Z.,, gylrl neve modulo m maradékosztaly-gyiiri, illetve prim modulus esetén
maradékosztalytest.



Gauss-egészek

2.15. Definicid.

Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szdmokat, melyeknek valds és
képzetes része is egész szdm. A Gauss-egészek halmazat Z [i] jeloli:

Z[i)={a+bi:abeZ}.

2.16. Allitas.

A Gauss-egészek a komplex szamok szokdsos osszeaddsdval és szorzasdval
integritastartomanyt alkotnak.

2.17. Allits.
A Gauss-egészek gyliriijében az egységek éppen a negyedik egységgyokok:

Z[i]* ={1,-1,i,—i}.
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