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1. Komplex szamok

Kanonikus alak, konjugalt, abszolut érték, komplex szamsik

1.1. Definicié. A valds szamokbdl all6 szampdarokat komplexr szdmoknak nevezziik. A komplex szdmok halmazat C
jeloli, tehdt C =R x R. Az (a,b) és (¢, d) komplex szdmok dsszegét és szorzatdt a kovetkezOképpen értelmezziik:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) és (a,b)-(c,d) = (ac— bd,ad + bc) .

1.2. Tétel. A komplex szamok testet alkotnak a fenti miiveletekkel.
1.3. Allitds. Minden a,b € R esetén
(@,0) + (b,0) = (a+b,0) és (a,0)-(b,0) = (ad,0).

Jel6lés. Tetszbleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t {runk, és nem is kiilonboztetjiik meg az
a valés szamtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.) A (0, 1) komplex szdmot pedig 7 jeloli a tovabbiakban.

1.4. Tétel. Minden komplex szdm el6all, mégpedig egyértelmli médon, x +yi (z,y € R) alakban. Az (a,b) komplex szdm
ilyen felirdsdnal x = a és y = b, azaz (a,b) = a + bi.

1.5. Definicié. A z = (a,b) komplex szdm a + bi alakban valé felirdsiat z kanonikus alakjinak, az a valés szémot z
valds részének (jelolése: Rez), a b valds szdmot z képzetes részének (jelolése: Im z) nevezziik. Az i komplex szdm
neve képzetes egység.

1.6. Allitas. A képzetes egység négyzete: i2 = —1.

1.7. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugdltjdn a Z = a — bi komplex szamot értjiik.

1.8. Tétel. Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) u+v=u+7; (4) u/v =1/T, ha v #0; (7) u+u=2Reu;
2)u—v=1u-T1; (5) w=u; (8) u-7= (Reu)” + (Imu)®
3) w-v=1u-T1; 6) u=u <= ueck;

1.9. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordindtarendszer, és feleltessiik meg az a + bi
komplex szdmnak az (a,b) koordinét&ji pontot. fgy kapjuk a komplex szamsikot, mas néven Gauss-féle szamsikot.
Az els6 tengelyt (abszcissza) valds tengelynek, a masodik tengelyt (ordindta) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A
valés tengelyen taldlhatok a valds szamok, a képzetes tengelyen pedig az tigynevezett tiszta képzetes szamok.

1.10. Definicié. A z = a + bi komplex szdm abszolit értékén a |z| = va? + b? nemnegativ valds szamot értjiik.

1.11. Megjegyzés. A komplex szdmsikon az abszolit érték az origdtdl (nulldtdl) valé tavolsdgot jelenti, a konjugédlds nem
mds, mint a valds tengelyre valé tiikkrozés, az 6sszeadds pedig (hely)vektorok dsszeaddsdval irhaté le geometriailag.
1.12. Tétel. Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) Jul = Veri (3) fu-v] = fu] - ol (5) [l = Jul;

(2) 1/u =1/ [ul” ha u # 0; (4) [u/v] = [ul /[v] ha v # 0; (6) Ju+v| < ful + Jv].

Trigonometrikus alak, hatvanyozas, gyokvonas, egységgyokok

1.13. Definicié. Egy nemnulla z komplex szdm argumentumdn olyan arg z irdnyitott szoget értiink, amellyel a valds
tengely pozitiv felét az origé koriil elforgatva atmegy a z-nek megfelelé ponton.

1.14. Megjegyzés. A nulldnak nincs argumentuma, a nullatdl kiilonb6z6 komplex szdmok argumentuma pedig csak
ymodulo 27”7, azaz 2w egész szamu tObbszoroseitol eltekintve meghatérozott.

TA természetes szamok halmazst N, a nemnegativ egész szamok halmazit Ng jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
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1.15. Allitas. Bérmely 0 # z € C esetén az r = |z| és ¢ = arg z jeloléssel
z=r(cosp+isiny) =rcise.

1.16. Definicié. A nemnulla komplex szdmok fenti (azaz |z| - (cosargz + isinarg z) alakd) felirdsat trigonometrikus
alaknak nevezzik.

1.17. Megjegyzés. A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de r = 0 és barmely ¢ € R esetén
nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ).

1.18. Allitas. Bérmely r,7’ € Rt és ¢, ¢’ € R esetén
reisp=r'cisp < r=r"é3IkeZ:yp =p+2kn.
1.19. Tétel. Tetszbleges nullatdl kiillonb6z6 u = rcis p és v = scisy komplex szamokra
(1) @ =rcis(=p); (2) w =rscis(p+¢); (3) 3 =scis(=¥); (4) § =5cis(p—1v).

1.20. Megjegyzés. A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozo képletbdl latszik, hogy rogzitett v = cist) egységnyi
abszolit értékli komplex szam esetén az — z - v leképezés nem mas, mint az origd koriili ¢ szogl forgatas a komplex
szamsikon.

1.21. Tétel (Moivre-képlet). Barmely nemzéré z = rcis ¢ komplex szdm és n € Z esetén

2" =r"cis (ny) .

1.22. Definicié. TetszOleges n pozitiv egész szdm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex szdm n-edik gydke
z-nek, ha u™ = z.

1.23. Tétel. Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n kiilonbozé n-edik gyoke van. A z = rcis ¢ trigonometrikus
alakban megadott komplex szam n-edik gyokei:

2%
{‘/Ez{‘/?jcisy (k=0,1,...,n—1).

1.24. Definicié. Az e komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik, ha e = 1.

2km
ot

1.25. Allitas. Az n-edik egységgyokok a kovetkezk: eg,e1,...,e,—1, ahol g = cis
er =¥ minden k € {0,1,...,n — 1} esetén.

Ezzel a jeloléssel g = 1 és

1.26. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabdlyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon, amelynek koriilirt kore
az origd kozépponti egységkor, és egyik csiicsa 1. (Ez a két informécié egyértelmiien meg is hatdrozza az n-szoget.)

1.27. Kovetkezmény. Egy nemnulla komplex szdm Osszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett n-edik gyokét
megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Tehat ha uf = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokei:

Yz = ugey, (k=0,1,...,n—1).

1.28. Tétel. Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyckok tsszege 0.

2. Gyiiriik és testek

A gyiri, integritastartomany, test fogalma

2.1. Definicié. Ha egy nemiires R halmazon ketté kétvéltozds miivelet is értelmezve van (nevezziikk az egyiket Gsszea-
désnak, a mésikat szorzdsnak) gy, hogy (R;+) Abel-csoport, (R;-) félcsoport, és a szorzds disztributiv az osszeadasra,
akkor az (R;+, ) struktirdt gydirdnek nevezziik.

2.2. Definici6é. Az (R;+) csoportot az (R;+,-) gylirll additiv csoportjénak nevezziik, és ennek megfeleléen beszél-
hetiink additiv egységelemrdl és additiv inverzrdl is. Az (R;-) félcsoport neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.

Jelolés. Tetszoleges gytirtiben 0 jeloli az additiv egységelemet, az a gylriielem additiv inverzét pedig —a jeloli, és
értelmezhetjiik a kivonds miiveletét a b — a = b+ (—a) képlettel.

§ 2.3. Allitas. Ha (R;+, ) gytirti, akkor minden a € R esetén a -0 =0-a = 0 teljesiil.

¢ 2.4. Definici6. Testnek neveziink egy (T';+,-) gylirtit, ha (7°\ {0};-) Abel-csoport (ebb&l kivetkezik, hogy |T'| > 2).



KLASSZIKUS ALGEBRA 3

2.5. Definicié. Ha egy gytiriiben nemcsak az 6sszeadds, hanem a szorzas is kommutativ, akkor kommutativ gytdrinek
nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ egységelem is létezik (amelyet altaldban 1 jelsl), akkor egység-
elemes gytriirdl beszéliink.

2.6. Definicié. Legyen R egységelemes gylirli. Az a € R elemet egységnek nevezziik, ha létezik multiplikativ inverze,
azaz létezik olyan a~! € R elem, amelyre aa~! = a~'a = 1 teljesiil.
2.7. Tétel. Az egységek barmely egységelemes gytiriiben csoportot alkotnak a szorzas miveletére nézve.

2.8. Definicié. Az R gylirl egységeinek multiplikativ csoportjit R egységcsoportjanak nevezziik és R*-gal jeloljiik.
2.9. Definicié. Ha T test, akkor a (T™;-) = (T \ {0} ;-) Abel-csoportot a T test multiplikativ csoportjinak hivjuk.

2.10. Definicié. Ha egy gyfirii a,b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt mondjuk, hogy a és b zé-

rusosztok. Ha egy gyfiriiben nincsenek zérusosztdk (azaz nullatdl kiilonboz6 elemek szorzata sosem nulla), akkor zérus-

osztomentes gytrinek nevezziikk. A kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes gytirli neve integritdstartomdny.

2.11. Allitas. Integritdstartomanyban lehet nemzéré elemmel egyszertisiteni, azaz tetszoleges a, b, ¢ (¢ #0) elemekre
ac=bc = a=hb.

2.12. Allitas. Minden test integritdstartomany.

Nevezetes gyiiritk: maradékosztaly-gyiiriik, Gauss-egészek, polinomgyiiriik

2.13. Allitas. Minden m > 2 egész szdm esetén a modulo m maradékosztalyok egységelemes kommutativ gyfir(it alkotnak.
A Z,, gyliri egységei éppen a redukalt maradékosztélyok (innen a Z}, jelolés). Ha m primszam, akkor Z,, test, ha m
nem prim, akkor Z,, még csak nem is integritastartomany.

2.14. Definicié. A Z,, gy(iri neve modulo m maradékosztdly-gyiri, illetve prim modulus esetén maradékosztdlytest.

2.15. Definicié. Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szamokat, melyeknek valds és képzetes része is egész
szam. A Gauss-egészek halmazdt Z [i] jeloli: Z [i] = {a + bi : a,b € Z}.

2.16. Allitas. A Gauss-egészek a komplex szdmok szokdsos 6sszeaddséaval és szorzéséval integritéstartomanyt alkotnak.
2.17. Allités. A Gauss-egészek gytirtijében az egységek éppen a negyedik egységgyokok: Z [i]" = {1, —1,i, —i}.

2.18. Definicié. Az R integritdstartomény feletti polinommnak olyan R-beli elemekbél képezett (ag, a1, ...) végtelen so-
rozatot neveziink, amely csak véges sok nullatdl kiillonbozo tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatoinak
nevezziik. Az R feletti polinomok halmazét R [z] jeloli.

2.19. Definicié. Az f = (ag,ay,...) polinom fokszdmdn a legnagyobb olyan n nemnegativ egész szdmot értjiik, amelyre
an, # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0,0,...), akkor azt mondjuk, hogy f fokszdma —oco. Ha f fokszdma kisebb,
mint 1 (azaz 0 vagy —o0), akkor f-et komstans polinomnak nevezziik. Ha f foka n > 0, akkor az a,, € R elemet f
féegyiitthatdjanak hivjuk. Az olyan polinomot, amelynek féegyiitthatéja 1, fépolinomnak nevezziik. Az f polinom
fokszamat deg f jeloli.

2.20. Definicié. Az f = (ap,a1,...) és g = (b, b1,...) polinomok Gsszegét és szorzatdt az aldbbi képletekkel értelmez-
ziik:

f+g=(c,c1,...),ahol ¢, = a, + b, és f~g:(d0,d17...)7aholdn:Zai~bn,i.
i=0

2.21. Allitas. TetszOleges f,g € R [] polinomokra deg (f 4+ ¢g) < max (deg f,degg) és deg (fg) = deg f + degg.
2.22. Tétel. A fent definialt 6sszeaddssal és szorzassal R [x] integritdstartomény.
2.23. Definicié. Az R [x] gyliriit az R feletti egyhatdrozatlani polinomok gytiriijének, réviden R feletti polinomgytirinek
nevezziik.
2.24. Allitas. Minden a,b € R esetén
(a,0,0,...) + (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...) és (a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Jel6lés. Tetszbleges a € R esetén az (a,0,0,...) polinom helyett egyszerlien a-t {runk, és nem is kiilonboztetjiikk meg az
a gylrlelemtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C R[z].) A (0,1,0,...) polinomot pedig = jelsli a tovdbbiakban.
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2.25. Tétel. Minden nemzér6 polinom el6all ag + a1z + -+ + a,a™ (a, # 0) alakban, és ez az eléallitds egyértelmii. Ha
f =(ap,a1,...) egy n-edfokd polinom, akkor

f=(ag,a1,...,0,,0,0,...) =ag+ a1z + -+ apa”.
Jelélés. A polinomokat ezentil a,z™ + -+ + a1z + ag vagy »_ ., a;z" alakban irjuk fel. Egy ilyen felirdsndl legtobbszor
hallgatélagosan feltessziik, hogy a,, # 0 (azaz a polinom n-edfoki), valamint hogy an41 = apy2 = ... = 0. Az zx

szimbdlum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen mds betii is jelolheti, ilyenkor az R [z] jelolés is megfeleléen
médosul. (Példdul ha a hatdrozatlan y, akkor a polinomgytirii R [y].)

2.26. Allitas. Az R [z] polinomgyfiriiben az egységek pontosan azok a konstans polinomok, amelyek (mint R-beli elemek)
egységek R-ben. Formalisan: R |[z]" = R*.

3. Test feletti egyhatarozatlana polinomok*

A polinomok szamelmélete

3.1. Definicié. Az f € T [z] polinom osztdja a g € T [z] polinomnak (jelslés: f | g), ha létezik olyan h € T [z] polinom
amelyre g = fh.

3.2. Definicié. Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f~g),ha flgésg]| f.

3.3. Tétel. A T [z] polinomgy{iriin az oszthat6sdg reflexiv és tranzitiv relacié, tovabba tetszéleges f, g € T [x] polinomokra
(1) fr~g < FeeT\{0}:g=cf; (2) flgésg#0 = degf <degy.

3.4. Tétel. Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztélyét kivéve minden asszocidltsagi osztdly tartalmaz

pontosan egy fépolinomot.

3.5. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha f, g € T [z], és g # 0, akkor 1éteznek olyan egyértelmiien meghatérozott g és

r € T [x] polinomok, amelyekre f = gqg + r és degr < degg. Ebben a maradékos osztasban f az osztandd, g az 0sztd,
q a hdnyados és r a maradék.

3.6. Definici6. A d € T [x] polinom legnagyobb kdzds osztdja az f és g € T [z] polinomoknak, ha teljesiil a kovetkezd
két feltétel:

(1) d| fésd]g;

2y VkeT[z]:(k|fésk|g) = k|d.
Hasonléan definialhaté polinomok legkisebb kézos tobbszordse is.

3.7. Tétel. Barmely két f, g € T [z] polinomnak 1étezik legnagyobb kozds osztdja és legkisebb kozos tébbszorose, és ezek
asszocidltsdg erejéig egyértelmiien meghatarozottak. A legnagyobb kozos oszté kiszamithato az euklideszi algoritmussal,
és kifejezhetd f és g ,linedris kombindciéjaként™ Ju,v € T [z] : fu + gv = lnko (f, g).

3.8. Tétel. Tetszbleges adott nemzérd f,g,h € T [z] polinomok esetén az fu + gv = h egyenlet akkor és csak akkor
oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [z] polinomokra nézve, ha Inko (f, g) | h.

3.9. Definicid. Tetszileges f,g,m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m, ham | f —g (jelolés:
f =g (modm)).

3.10. Allitds. A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié T [z]-en, és két polinom akkor és csak akkor kongruens modulo
m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

3.11. Tétel. Tetszleges f,g,h € T [x] esetén az fu = h (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg
(az u ismeretlen polinomra nézve), ha Inko (f,m) | h.

3.12. Definicié. A modm kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztdlyoknak nevezziik.
Az f € T [z] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeldli, a maradékosztalyok halmazat (vagyis a modulo
m kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig T [x] / (m) jeloli. Tehdt T [x] / (m) = {f : f € T [«]}.

3.13. Definici6. A modulo m maradékosztilyok halmazdn értelmezziik az Osszeaddst, az additiv inverz képzését és a
szorzdst a kovetkezOképpen: tetszdleges f,g € T [z] esetén legyen f+g=f+g, —g=—g, f-g=["g.

3.14. Allitas. A fenti miiveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztalyok Gsszege (addditiv inverze, szorzata) nem fiigg
attdl, hogy az egyes maradékosztélyokbol melyik elemet vdlasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel T' [x] / (m)
kommutativ egységelemes gytiriit alkot (maradékosztdly-gyiri).

3.15. Tétel. Az f € T [x]/ (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha Inko (f,m) ~ 1.
Ilyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatarozott.

*Ebben a fejezetben T" mindig tetszéleges testet jelol, és — hacsak mast nem mondunk — minden polinomot ezen test felett tekintiink.
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Polinomfiiggvények, gyokok, interpolacio

3.16. Definicié. Az f = apz™ + - + a1z + ag € T [z] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési értékén az f(c) =
anc™ + -+ ajc+ag € T elemet értjiikk. Az f € T [z] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem més, mint az
f:T =T, c— f(c)leképezés. A polinomot és a hozzé tartozé polinomfiiggvényt ugyantigy jelsljiik; a szévegkoérnyezetbol
kideriil, hogy mikor melyikrél van szé. Ha polinomfiiggvényekrdl van szd, akkor z-et vdltozdénak nevezziik (nem pedig
hatdrozatlannak).

3.17. Definicié. Az o € T elem gydke az f € T [x] polinomnak, ha f («) = 0.

3.18. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T [z] és a € T esetén
fla)=0 <= z—a f.
3.19. Kovetkezmény. Tetszbleges f,g € T [x] polinomok esetén f és g kozds gyokei ugyanazok, mint Inko (f, g) gyokei.
3.20. Kovetkezmény. Ha ay,...,a € T paronként kiilonbozé elemek és f € T [z], akkor
fla)=...=f(ap) =0 <= (z—a1) ...-(x—ag) | J.

3.21. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € T [z] polinomnak az o € T elem k-szoros gydke, ha (x — a)k | f de
(z — o) 1 f. A k szémot az o gyok multiplicitdsdnak nevezziik.

3.22. Megjegyzés. Megengedjiik a k = 0 esetet is: a pontosan akkor nullaszoros gyok, ha nem gyok.
3.23. Kovetkezmény. Ha a nemnulla f € T [z] polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilonboz6 gyske van a T' testben.

3.24. Kovetkezmény. Ha az f, g € T [z] polinomok legfeljebb n-edfokuiak, és n+1 kiilonbozd helyen ugyanaz a helyettesitési
értékik, akkor f=g.

3.25. Kovetkezmény. Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a hozzajuk tartozd
polinomfiiggvények megegyeznek.

3.26. Megjegyzés. Ha a T test véges, akkor talalhaték kiilonbozé T feletti polinomok, amelyekhez ugyanaz a polinom-
fiiggvény tartozik (keressiink ilyen példdkat!).

3.27. Tétel (Lagrange-interpolacié). Tetszdleges ¢y, ..., ¢y 1 pdronként kiilonbozd és dy, . . ., dp41 (nem feltétleniil kiilon-

boz8) T-beli elemekhez 1étezik pontosan egy f € T [z] legfeljebb n-edfokd polinom, amelyre f (¢;) =d; (i=1,...,n+1).

3.28. Definicido. Az el6z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpoldcids polinom.

3.29. Megjegyzés. Eldfordulhat, hogy az n + 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpolaciés polinom foka kisebb, mint n.
Pontosan n-edfoku polinom létezését nem lehet garantalni. Ha nem kotiink ki semmit a fokszamra, akkor elveszitjiik az
unicitdst: barmely g € T [x] polinomra f+ (x — ¢1) -+ (x — ¢pt1) - g is megfelel. Nem nehéz meggondolni (tegyiik meg!),
hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d; értékeket veszi fel, el6all ilyen alakban.

Irreducibilis polinomok, véges testek

3.30. Definicié. A p € T [z] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfoki, és csak gy bonthaté két polinom szorza-
téra, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez. (Ekkor a mdsik tényezd sziikségképpen asszocidlt 1-hez; ilyenkor trividlis
faktorizdciordl beszéliink.) Formélisan:

VfgeTlaxl:p=1fg = (p~ fvagyp~g).
3.31. Allitas. Egy legaldbb elséfoki p € T [z] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem bonthaté degp-nél
kisebb fokszdmu polinomok szorzatéra.

3.32. Definicié. A p € T [z] polinom prim, ha legaldbb elséfokd, és valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor
osztéja a szorzat egyik tényezGjének. Formélisan:

Vi,geT[z]:p|fg = (p|fvagyplyg).

3.33. Tétel. Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsag ekvivalens.

3.34. Tétel. Minden legalabb els6foku T feletti polinom felbonthaté irreducibilis polinomok szorzatara. Ez a felbontds
a tényez6k sorrendjétol és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmilen meghatarozott, azaz ha py - ... Dy és q1 - ... Gm
ugyanazon polinom két irreducibilis faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan m € S, permutdci6, hogy p; ~ ¢
minden i = 1,...,n esetén.



KLASSZIKUS ALGEBRA 6

3.35. Allitas. Az elséfokid polinomok barmely test felett irreducibilisek.

3.36. Tétel. Ha f € T [z] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke.

3.37. Tétel. Ha f € T'[z] és 2 < deg f < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke.
3.38. Tétel. A T'[z]/(f) maradékosztaly-gyfirti akkor és csak akkor test, ha f irreducibilis T felett.

3.39. Tétel. Legyen T test, f € T [z] irreducibilis polinom, és jelolje n az f polinom fokszamdat. Ekkor a K =T [z] / (f)
maradékosztaly-gytril olyan test, amelyben az f polinomnak van gytke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhato

ap—12" Y+ +ax+ap (ap—1,...,a0 €T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p”.
3.40. Kovetkezmény. Tetszbleges T test és f € T [z] irreducibilis polinom esetén 1étezik olyan K test, amelyre
(1) K bévitése T-nek, azaz K D T}

(2) létezik olyan o € K elem, amely gyoke f-nek;
(3) K minden eleme egyértelmtien eléall a, 1a" "'+ +aja+ag (an_1,...,a9 € T) alakban, ahol n = deg f.

3.41. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test T-bél az « elem adjungdldsdval keletkezik (jelolés: K = T («)), és az
ilyen médon el6allé testeket T egyszertd algebrar bévitéseinek nevezziik.

3.42. Megjegyzés. Ha a K testet a T = R és f = 2% + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szdmok testét kapjuk.

3.43. Tétel. Akkor és csak akkor 1étezik g-elemi test, ha ¢ primhatvany.

Irreducibilis polinomok C és R felett, gyoktényezos alak, Viete-formulak

3.44. Tétel (az algebra alaptétele). Minden legalédbb elséfokid komplex egyiitthatés polinomnak van gyske a komplex
szamok testében.

3.45. Kévetkezmény. A komplex szdmok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

3.46. Kovetkezmény. Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatés polinom elséfoki polinomok szorzatara bomlik. Ha
f=apz™+---+aix+ag € Clz] (n>1,a, #0), akkor f-nek multiplicitdssal szdmolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a
gyokok aq, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor f = a, (x — a1) -+ (z — o). Ezt
nevezziik a polinom gydktényezds felbontdasdanak.

3.47. Koévetkezmény. Barmely f,g € C[x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gyoke egyittal gyoke
g-nek is, mégpedig legalabb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

3.48. Tétel (Viete-formulak). Legyenek az n-edfoki f = 2" +a,_ 12" '+ -+ajzx+ag € C[z] f6polinom komplex gyokei
aq, ..., q, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor fennéllnak az aldbbi dsszefiiggések:

—Qp—1 = Q1+ a2+ -+ Qg

Ap—2 = Q1Q2 + 103 + -+ QAp—_1Qp;

—Qp-3 = Q103 + Q100 + -+ Qp_20n 100

n—1
(1) ] = Q10 Qp_20n_1 + Q1 - Qp_20n + -+ Qa3+ - Oy —1 Ol
n
(—1) ag = 01023+ - Oy — 10y«

3.49. Megjegyzés. A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldalan (—1)k an_r &ll, a jobb
oldalon pedig az ag, ..., a, betlikbol képezett Osszes k-tényezls szorzat Osszege, tehat egy (Z)—tagli 0sszeg. Formdlisan:

(fl)kan_k = Z Oy - Qi+ et Ol

1<) <ig<---<ig<n
3.50. Tétel. A valds polinomok nemvalés gyokei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:
VieR[z] VzeC: f(2)=0 = f(z)=0.

3.51. Kovetkezmény. Egy valds egyiitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste felett, ha elséfok,
vagy olyan masodfokt polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezdk:

e axr+b (a,beR a+#0);
o ax’+bxr+c (a,b,ceR,a;«é07b2—4ac<0).
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Irreducibilis polinomok Q felett

3.52. Definicié. Az an,z™ + -+ + a1 + ag € Z[x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha egyiitthatdi relativ
primek, azaz Inko (ag, ..., a,) = 1.

3.53. Allitas. Minden racionélis egyiitthatés polinom felbonthaté egy raciondlis szém és egy primitiv polinom szorzatéra:
VieQlz] IreQ3f*€Zix]: f=rf* és f* primitiv polinom.

3.54. Megjegyzés. Az eléz6 allitdsban f ~ f* (ha f # 0), tehdt Q[z]-ben asszociéltsig erejéig mindig lehet primitiv
polinomokkal szamolni.

3.55. Tétel (Gauss-lemma). Primit{v polinomok szorzata is primitiv.

3.56. Tétel. Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel nala kisebb fokszdm egész egyiitthatos
polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Formadlisan: ha f € Z[z] és deg f = n > 1, akkor az
alabbi két allitas ekvivalens:

(1) 3g,h € Z[z] : f = gh és 0 < degg,degh < n;
(2) 3g,h € Q] : f = gh és 0 < degg,degh < n.

3.57. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthaté p-vel, de p>-tel
méar nem. Jelolés: p || a.

3.58. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = apz™ + -+ + a1 + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre p{ an,p | an-1,...,p | a1,p || ap, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.
3.59. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.

3.60. Megjegyzés. A Schonemann-Eisenstein-tétel megforditdsa nem igaz! Vagyis abbdl, hogy nem 1étezik olyan p prim-
szdm, ami teljesitené a megfelels oszthatosdgi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpéldét!). A megforditas helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

3.61. Tétel (muivdtivi iestilidioubavii oldt-nistenszid—nnsmonédae). Legyen f = apz™ + -+ + a1z + ap € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre p || an,p | an-1,...,0 | a1,pt ag, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

3.62. Tétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,z" + -+ 4+ a1z + ap egy tetszbleges egész egyiitthatés polinom. Ha % egy

egyszeriisithetetlen tort alakjdban felirt raciondlis szdm (azaz p,q € Z, q # 0 és Inko (p, q) = 1), akkor
p ,
f(a) =0 = qla,ésplap

Specialisan: egész egyiitthatos fépolinom racionéalis gyokei mindig egész szamok.

Derivalt, tobbszérés gyokok

3.63. Definicié. Az f = a,2" + -+ a17 + ap € C[z] polinom derivdltjin az na,z" ! + --- + 2asx + a; polinomot
értjik.
Jelblés. Az f polinom derivaltjat f’ jeloli, a k-adik derivéltat pedig f*), az f1) = f' és f(O) = f megallapoddssal.
3.64. Tétel. Minden f, g € C|[z] polinomra és k pozitiv egész szdmra érvényesek az aldbbi derivaldsi szabalyok:
!

L) (f+9) =1 +4d; (2) (f9)' = f'g+ [ (3) (f*) =ksey
3.65. Tétel. Ha k > 1 és az a komplex szdm k-szoros gydke az f polinomnak, akkor k — 1-szeres gyoke f'-nek. (Ha k =1,
akkor o nem gyoke f’-nek.)
3.66. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan gyokei is, amelyekért nem f a ,felels”.
3.67. Kovetkezmény. Az f € C[z] polinom a gyskének multiplicitdsa nem més, mint a legkisebb olyan k& nemnegativ
egész, amelyre f*) (a) # 0, azaz a akkor és csak akkor k-szoros gydk, ha f(a) = f'(a) = --- = f*=D(a) = 0, de
F¥ (@) #0.
3.68. Kovetkezmény. Az o komplex szdm akkor és csak akkor tobbszoros gyoke az f € C[z] polinomnak, ha gyoke
Inko (f, f')-nak.

3.69. Kovetkezmény. Bdrmely legaldbb elséfoki f € C[x] polinomra az m polinom gydkei ugyanazok, mint f
gyokei, de mindegyik egyszeres gyok.

3.70. Kévetkezmény. Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [z] irreducibilis T felett, akkor f-nek minden komplex
gyOke egyszeres.



KLASSZIKUS ALGEBRA 8

4. Csoportok

A csoport fogalma, izomorfia

4.1. Definicié.

(0) Az egyetlen kétvaltozdés miivelettel rendelkezd algebrat grupoidnak nevezziikk. Tehat (A;x) grupoid, ha A
nemiires halmaz és *: A2 — A kétvéltozés miivelet A-n.

(1) Ha egy grupoid miivelete asszociativ, akkor félcsoportnak nevezziik.

(2) Ha egy félcsoportban van egységelem, akkor monoidnak nevezziik. Tehdt az (A;«) félesoport akkor monoid,
ha 1étezik olyan e € A elem, amelyre

VaoeA: axe=exa=a.

(3) Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportnak nevezziikk. Tehdt az (A;*) monoid
(e egységelemmel) akkor csoport, ha

Voc ATbcA: axb=bxa=ce.

(4) Ha egy csoport miivelete kommutativ, akkor Abel-csoportnak nevezziik.

4.2. Allitas. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem létezhet. Barmely monoidban egy elemnek legfeljebb egy
inverze lehet.

4.3. Megjegyzés. Ha a mfivelet nem asszociativ, akkor létezhet egy elemnek tobb inverze is (keressiink ilyen példékat!).

4.4. Definicié. Legyen x* egy kétvaltozds miivelet a nemiires A halmazon.

(1) * invertdlhato miivelet, ha barmely a,b € A elemek esetén az a x x = b, illetve y * a = b egyenleteknek legaldbb
egy megolddsa van.

(2) * kancellativ miivelet, ha bérmely a,b € A elemek esetén az a * x = b, illetve y x a = b egyenleteknek legfeljebb
egy megoldédsa van.

4.5. Megjegyzés. A kancellativitas igy is megfogalmazhaté:
Va,u,v € A: axu=a%xv — u=v é uxa=vxa — uU=7.

4.6. Tétel. Csoport miivelete mindig invertalhaté és kancellativ. Forditva, minden invertdlhaté miivelettel rendelkezd
félcsoport csoport.

4.7. Allitas. Véges alaphalmaz esetén az invertalhatosag és a kancellativitds egymassal ekvivalens.

4.8. Definicié. Legyen A = (A;x) és B = (B;®) két csoport (vagy csak grupoid). Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B
leképezés 1zomorfizmus A-bol B-be, ha ¢ bijektiv leképezés, és ¢ felcserélheté a miiveletekkel, azaz

Vai,as € A: (a1 xa2)p = a1 ® asep.
Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy A és B izomorf (jelolés: A = B).

Nevezetes példak

4.9. Példa. Tetszdleges gyliri Abel-csoportot alkot az dsszeadds miiveletével, és tetszéleges egységelemes gylirii egységei
csoportot alkotnak a szorzas miiveletével (keressiink konkrét példdkat!).

4.10. Definicié. Ha G egy csoport, és a H C G halmaz is csoportot alkot a G-bdl ,,6rokolt” miivelettel, akkor azt mondjuk,
hogy H részcsoportja G-nek. (Pontosabban lasd a 4.43. Definiciéban.)

4.11. Példa. TetszoOleges T test esetén a T feletti n X n-es matrixok gylrijének egységcsoportja a T feletti n-dimenzids
dltaldnos linedris csoport (jelolés: GL, (T)), ebben az 1 determindnsi matrixok alkotta részcsoport a megfeleld
specidlis linedris csoport (jeldlés: SLy, (T)):

GL, (T) = {A € T™ " : det (A) £0},  SL, (T) = {A € T™" : det (A) = 1}.

4.12. Példa. A komplex egységgyokok csoportot alkotnak a szorzas miiveletével; ezen beliil az n-edik egységgyokok egy
E,, részcsoportot alkotnak minden n > 2 egész szdmra. Az E,, csoport izomorf a Z,, csoporttal: (Fy;-) & (Zn;+)

4.13. Példa. Egy tetszileges nemiires A halmaz Gsszes transzforméciéi monoidot alkotnak a leképezésszorzas miiveletével,
a bijektiv transzformécidk (azaz permutédcidk) pedig csoportot alkotnak. Ez utébbit nevezziik az A feletti szimmetrikus
csoportnak (jelolés: Sy).

4.14. Példa. Az Sy csoportban a V' = {id, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} részcsoportot Klein-féle csoportnak nevezziik.
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4.15. Példa. A sik Gsszes egybevagdsigi transzformacidi csoportot alkotnak a leképezésszorzas miiveletével, egy adott
sikidomot 6nmagaba képezd egybevigdsagok pedig részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetria-

csoportja).

4.16. Definicié. A szabilyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfokd diédercsoportnak nevezziik és D,-nel jeloljiik.

4.17. Tétel. A D, csoportnak 2n eleme van: D, = {id,a,ag, .,a" Nt at,a?t, .. .,a"‘lt}, ahol a jeloli a szabalyos
n-szog kozéppontja koriili 27“ szogli forgatast, ¢t pedig egy tetszbleges szimmetriatengelyre valé titkrozést. Ekkor a* a

2km

szogll forgatds (0 < k < mn — 1), a t,at,a’t,...,a" 't transzformacik pedig tengelyes tiikrozések
(két ,szomszédos” tengely T szoget zar be egymadssal). Fenndll tovabba a ta = a~ 't Gsszefiiggés.

kozéppont koriili

Permutaciécsoportok

4.18. Definicié. A nemiires A halmaz Gsszes permutdcidi alkotta Sy szimmetrikus csoport részcsoportjait permutdcio-
csoportoknak nevezziik.

4.19. Definicié. Az A ={1,2,...,n} halmaz &sszes permutdcidi alkotta csoportot n-edfokd szimmetrikus csoportnak
nevezziik, és S,-nel jeloljiik.

4.20. Definicié. Legyenek aq,...,a; € {1,2,...,n} kiilonboz6 elemek, és legyen 7 € S,, az aldbbi permutacié:
T =ag, AT =az, ..., Q1T =, apT=a; és br=bhab¢ {al,...,ar}.
Ezt a m permutéciét igy jeloljik: m = (aj a2 - -+ ak—1 ag) és ciklikus permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

4.21. Definicié. Két permutacio tdegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.
4.22. Tétel. Ha 7 és p idegen permutacidk, akkor folcserélhetéek, azaz wp = pr.

4.23. Tétel. Minden S,-beli permutécié el6dll paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elééllitds a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

4.24. Definici6é. A 2 hosszisigu ciklusokat, vagyis az (i j) alakd permutdciokat transzpozicidoknak nevezziik.
4.25. Tétel. Az S, csoportot generdljik a transzpozicidk, azaz minden S, -beli permutéacié el6all transzpozicidok szorzataként.

4.26. Tétel. Egy S,,-beli permutécié transzpozicidk szorzataként vald felirdsdban a tényezdk szaménak paritdsa egyértelmiien
meghatérozott.

4.27. Allitas. A péros hosszusagu ciklusok paratlan permutaciék, mig a paratlan hosszusdgu ciklusok paros permutéciok.

4.28. Tétel. A péaros permuticidk egy 2 indexii részcsoportot alkotnak S,-ben. Ezt a csoportot alterndlé csoportnak
nevezziik, és A,-nel jeloljiik.

4.29. Tétel. Az alternal6 csoportot generdljdk a 3 hossziségu ciklusok, azaz minden A, -beli permutéacié eléall 3 hosszisagi
ciklusok szorzataként.

Hatvanyozas, elem rendje, ciklikus csoportok

Jel6lés. Ezentil G mindig egy tetszéleges csoportot jelsl, a csoportmiiveletet szorzdsnak nevezziik (és ugy is {rjuk), az
egységelemet 1, az a elem inverzét pedig a=! jeloli.

4.30. Definicié. Az a € G elem egész kitevOs hatvanyait a kovetkezOképpen értelmezziik: tetszéleges n pozitiv egészre
legyen a® =a-...-a (n db a szorzata), a™™ =a~'-...-a”! (n db a~! szorzata), tovabb4 legyen a® = 1.

4.31. Tétel. Tetszbleges G csoport, a,b € G és m,n € Z esetén teljesiilnek az aldbbiak:
(1) a™ . g = am—f—n;
(2) (@) = a™
(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a™ - b".

4.32. Definicié. Az a € G elem rendje az a legkisebb n pozitiv egész szdm, amelyre a” = 1. Ha nincs ilyen n, akkor a
rendje végtelen. Az a elem rendjét o (a) jeloli. Egy véges csoport rendjén pedig elemeinek szamdt értjiik.
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4.33. Allitas. Ha az a € G clem rendje n (véges), akkor barmely k, ¢ € Z esetén
(1) a* =1 < n|k;
(2) a* =a® <= k= (modn);
(3) 0 (ak) = lnkor(Lk',n)'

Jeldlés. TetszSleges a € G esetén jeldlje [a] az a elem sszes hatvényainak halmazat: [a] = {a* : k € Z}. (Ezt nevezziik
majd kés6bb az a elem &ltal generdlt részcsoportnak; 1dsd a 4.47. Definiciét.)

4.34. Definicié. A G csoportot ciklikus csoportnak nevezzik, ha egyetlen elemmel generdlhatd, azaz létezik olyan
a € G, amelyre [a] = G.

4.35. Tétel. Legyen G egy tetszbleges csoport és a € G. Ha a rendje végtelen, akkor ([a];-) = (Z,+), ha pedig
o(a) =n €N, akkor ([a];-) = (Zy,+).

4.36. Kévetkezmény. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a Z, Zs, Z3, Z4, . . . csoportok valamelyikével.
4.37. Tétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

4.38. Definicié. A C* csoport véges rendii elemei éppen az egységeyokok. Ha e € C* rendje n, akkor azt mondjuk, hogy
€ primitiv n-edik egységgydk

4.39. Tétel. Egy ¢ € F,, egységgyok pontosan akkor primitiv n-edik egységeyok, ha hatvdnyaiként megkaphat6 az dsszes
n-edik egységeyok, azaz [¢] = E,.

4.40. Tétel. Az ¢ = cis %TW € E,, egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha k relativ prim n-hez.

4.41. Kovetkezmény. A primitiv n-edik egységeyskok szdma ¢ (n) (itt ¢ az Euler-féle fiiggvény, ldsd az 5.1. Definicidt).

Részcsoportok, generalas

4.42. Definicié. Legyen A = (A;*) egy grupoid, és B C A. Azt mondjuk, hogy a B halmaz zdrt a x miiveletre, ha
Vbl,bg € B: by xby € B.
Ha B nemiires zart halmaz, akkor B grupoidot alkot a * miivelettel (pontosabban annak B-re valé megszoritdsaval). Az

ilyen B = (B; x) grupoidot A részgrupoidjinak nevezziik. Jelolés: B < A.

4.43. Definici6é. Ha (G;-) csoport, ) # H C G, és a (H;-) részgrupoid maga is csoport, akkor azt mondjuk, hogy (H; )
részcsoportja (G;-)-nek.

4.44. Allitas. Tetszbleges G csoport és ) # H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja G-nek, ha
(0) H zart a szorzasra: Vhi,ho € H: hy-hy € H;
(2) H tartalmazza G egységelemét: 1g € H;
(3) H zért az inverzképzésre: Vh € H: h™' € H.

4.45. Tétel. Részcsoportok metszete is részcsoport: ha Hp és Hs részcsoportjai a G csoportnak, akkor Hy N Hy is
részcsoport.

4.46. Megjegyzés. A tétel nem csak kettd, hanem t6bb részcsoportra is érvényes (akédr végtelen sokra is!).

4.47. Definicié. Legyen G egy csoport, és B C G. A B halmaz éltal generdlt részcsoport a legsziikebb olyan részcsoport,
ami tartalmazza B-t:

Bl = () E

BCH<G
4.48. Megjegyzés. Az iires halmaz generdtuma a legsziikebb részcsoport: [(] = {1g}.
4.49. Definicié. Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generdtorrendszere a G csoportnak.

4.50. Allitas. A G csoportban a B C G részhalmaz altal generalt részcsoport azokbdl az elemekbdl &ll, amelyek
megkaphaték B elemeibél (és az egységelembdl) szorzds és inverzképzés véges szdmu alkalmazdséval:

[B] = {65 b5 :n € Ng,by,...,by € Bey,... en = %1},
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Lagrange tétele

4.51. Tétel. Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ reldciét: a ~ b <= a~'b € H. Ekkor ~ ekvivalencia-
relécid, és egy a € G elem ekvivalenciaosztélya aH = {ah: h € H}.

4.52. Definicié. Az aH halmazt az a elem H szerinti bal oldali mellékosztdlyanak nevezziik.

4.53. Kévetkezmény. Egy H < G részcsoport szerinti bal oldali mellékosztélyok a G csoport egy osztédlyozasat alkotjdk.
4.54. Megjegyzés. Hasonl6 médon definidlhatéak a Ha jobb oldali mellékosztdlyok, amelyek szintén osztalyozast
alkotnak.

4.55. Definicié. A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal oldali (jobb oldali) mellékosztalyok szdméat H indexének
nevezziik. Jelolése: [G : HJ.
4.56. Tétel (Lagrange tétele). Tetszbleges G véges csoport és H < G részcsoport esetén |G| = |H| - [G : H].

4.57. Kovetkezmény. Legyen G egy n-elemii csoport.
) Minden H < G részcsoportra |H| | n.

Minden a € G esetén o (a) | n.

1 1

=a" "

(1

(2)

(3) Minden a € G esetén a™ = 1.
(4) Minden a € G esetén a~

(5

) Ha n primszdm, akkor G ciklikus.

4.58. Tétel. A legfeljebb T-elemii csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezOk: {1}; Zo; Zs; Z4,V; Zs; Ze,Ss; Zr.

5. Hatvanyozas modulo m

Az Euler-féle ¢ fiiggvény
5.1. Definici6. Tetsz6leges n természetes szdm esetén legyen ¢ (n) = |Z%] = [{aeN:1<a<nésa L n}. Az igy
definidlt ¢: N — N fliggvényt Fuler-féle ¢ fiiggvénynek nevezzik.

5.2. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ, azaz m L n esetén ¢ (mn) = ¢ (m) ¢ (n).

5.3. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontasa n = Hle p;*. Ekkor

k 1 k k
sO(n)Zn-H< 4)=H(p?"—p?"_1)=Hp§""_1(pi—1)-
i=1 i=1

1—
pi i=1
5.4. Tétel. Minden n természetes szdm esetén 3, ¢ (d) = n.

5.5. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a*(™ =1 (modm).

5.6. Kévetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszadm és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~! =1 (modp).

4

5.7. Kévetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz és k, £ € Z, akkor k = £ (mod ¢ (m)) = a* = a* (modm).

Rend, primitiv gyok, index

5.8. Definicié. Legyen a € Z relativ prim az m modulushoz. Ekkor az a szdm modulo m rendjén az a € Z},
maradékosztély rendjét értjiik (a Z;, multiplikativ csoportban). Jelolés: oy, (a).

5.9. Allitas. Tetszbleges a € Z és m > 2 természetes szam esetén, ha a L m, akkor oy, (a) | ¢ (m).

5.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g egész szdm primitiv gyék modulo m, ha rendje éppen ¢ (m).

5.11. Allitas. A g egész szdm akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az 8sszes mod m redukalt maradékosztély
megkaphat6 g hatvanyaként.
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5.12. Tétel. Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok az m modulushoz (vagyis a Z}, csoport akkor és csak akkor
ciklikus), ha m = 2, 4, p®, 2p®, ahol p paratlan primszdm és o € N. Ezekben az esetekben a modm primitiv gyokok

széma ¢ (o (m)).

5.13. Definicié. Tegyiik fel, hogy g primitiv gysk az m modulushoz. Az a egész szdm indexén (az m modulusra és a g
primit{v gy6kre nézve) olyan i kitevSt értiink, amelyre ¢° = a (modm). Jelslés: indga (a modulus t6bbnyire vildgos a
szovegkornyezetbol).

5.14. Megjegyzés. Vildgos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor ind, @ nem értelmezett (ugyanis ¢g° mindig relativ
prim m-hez). Ha viszont a és m relativ prim, akkor az 5.11. Kévetkezmény szerint a eldll g hatvanyaként modulo m,
tehat ekkor ind, a értelmezett. A 4.33. Allitasbdl kovetkezik, hogy az index modulo ¢ (m) egyértelmiien meghatérozott.

5.15. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszéleges egész szam, a és b pedig relativ primek m-hez. Ekkor
érvényesek az aldbbi azonossdgok:

(1) indg 1 =0 (mod ¢ (m)); (3) indy a* =k -indya (modp (m));
(2) indg (ab) =indga+indy b (mod g (m)); (4) indy (ab™') = indga —indy b (mod e (m)).

5.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szdm n-edik hatvdnymaradék modulo m, ha az ™ = a (modm)
kongruencidnak van megoldasa.

5.17. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez. Ekkor a pontosan akkor n-edik hatviny-
maradék modulo m, ha Inko (n, ¢ (m)) | ind, a.

Négyzetes maradékok, Legendre-szimb6lum

5.18. Definici6. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziik modulo m, ha az #2 = a (modm) kongruencidnak

van megoldasa. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék modulo m.

5.19. Tétel. Legyen p paratlan primszam és g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z pontosan akkor négyzetes maradék
modulo p, ha p | a vagy indy a paros.

5.20. Definicié. Tetsz6leges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a egész szam esetén értelmezziik az (%) Legendre-
szimbolumot a kovetkezOképpen:

ay\ _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
p) | —1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

5.21. Tétel (Euler-kritérium). Ha p pdratlan primszdm és p 1 a, akkor

(“) =a"T (modp).

p
5.22. Tétel. Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthatd a, b egész szamok esetén teljesiilnek az aldbbiak:
(1) a=b (modp) = (%) = (%); (2) (%}) — (%) (g).

5.23. Tétel. Tetszbleges p paratlan primszam esetén

-1 7(71)%7 1, hap=1 (mod4);
p ) " 1-1, hap=3 (mod4).

5.24. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel). Tetszbleges p, g kiilonboz8 paratlan primszamok esetén

Q-

5.25. Tétel. Tetszbleges p paratlan primszamra

2\ o1 1, hap
(p>_(_1) 8 _{—17 ha p



