Konvolucio, Mobius-féle inverzids formula
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Sejtés: xx = ¢(k), azaz n=)_ g¢(k).
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1 = ¢(1)

2 = ¢(1)+9(2)

3 = ¢(1)+9(3)

4 = ¢(1)+¢(2) + @(4)

5 = ¢(1)+¢(5)

6 = ¢(1)+¢(2)+¢(3)+¢(6)

7 = ¢(1)+9(7)

8 = ¢(1)+¢(2)+¢(4)+¢(8)

9 = ¢(1)+¢3)+9(9)
10 = ¢(1)+¢(2) + ¢(5) + ¢(10)
11 = q)(l) + qo(ll)
12 = ¢(1)+9(2)+9(3)+¢(4) +¢(6) +¢(12)
13 = ¢(1)+¢(13)
14 = (1) + ¢(2) + ¢(7) + ¢(14)
15 = ¢(1)+¢(3)+ ¢(5) + ¢(15)
16 = ¢(1)+9¢(2)+¢(4)+¢(8) + ¢(16)



Osszegzési fiiggvény

Definicid.
Az f szamelméleti fliggvény Osszegzési fiiggvényén az aldbbi képlettel definidlt F

F(n):z‘:f(d).
dln

figgvényt értjiik:

Példa.
> Az Euler-féle ¢ fiiggvény Osszegzési fiiggvénye az identikus fliggvény:

Y ¢(d)=n=id(n).
d|n
» Az identikus fliggvény Osszegzési fliggvénye az osztok Osszege fliggvény:

Zid(d) = Zd =o0(n).
d|n d|n
> A konstans 1 fiiggvény Osszegzési fliggvénye az osztdk szama fliggvény:

Z‘:l(d):Zl:T(n).

d|n d|n



Osszegzési fiiggvény

Adott F fiiggvény esetén hogyan lehet megtalalni azt a f fliggvényt, aminek F az
Osszegzési fiiggvénye? Van-e egyaltalan mindig ilyen f fiiggvény? A kérdés
megvalaszoldsdhoz az alabbi egyenletrendszert kell megoldanunk az ismeretlen

f(1), f(2), ... szdmokra nézve:

F(1)=f()

F(2)=f(1)+f(2)
F(3)=f(1)+f(3)
F4)=f1)+f(2)+f(4)
F(5)=f(1)+f(5)

F(6) =f(1)+f(2)+f(3)+f(6)

f(1)=F(1)

f(2)=F(2)-F(Q)

fFB)=FB) -FQ)
f(4)=F4)-F()

f(5) =F(5)—-F()
f(6)=F(®6)—F((2)—F(3)+F(1)

Ez egy végtelen linedris egyenletrendszer, de matrixa szerencsére trianguldris, ezért
a fenti médon, 18pésrdl 1épésre, egyenként megkaphatdak az f (n) értékek. Tehat
minden F fiiggvényhez létezik, mégpedig egyetlen egy olyan f fiiggvény, aminek az
Osszegzési fliggvénye F. De hogyan lehetne felirni a megoldast képlettel?



A Mobius-féle u fliggvény

Az dltaldnos képlet valami ilyesmi:

F(n)zzllj:f(d).
d|n

Az eljeleket az in. Mobius-fliggvény adja meg:

Definicid.

Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen
1-nél nagyobb négyzetszammal sem.

Megjegyzés.

Koénnyli meggondolni (tegyiik meg!), hogy egy szdm akkor és csak akkor
négyzetmentes, ha primfelbontdsdban minden prim csak egyszer (azaz elsé
hatvényon) fordul elé.

Definicid.

Mobius-fiiggvénynek nevezziik az alabbi képlettel definidlt p szimelméleti
figgvényt:

(n) 0, ha n nem négyzetmentes;
n)=
# (=1)K, ha n elall k kiilénbdz8 prim szorzataként.



Mobius-féle inverzids formula

Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet).
Minden F szdmelméleti fiiggvényhez létezik pontosan egy f szamelméleti fliggvény,
amelynek dsszegzési fiiggvénye éppen F. Ezt a f fliggvényt a kévetkezb képlettel

szamithatjuk ki:
n
F(n) =Y F(d)-n(3).
d|n

A f fiiggvényt a F fiiggvény megforditasi fiiggvényének nevezziik.
Példa.

F(6) = u(1) - F(6) + u(2) - F(3) + p (3)- F (2)+ p(6) - F(1) =
= F(6) — F(3) — F(2) + F(1)

£(100) = p(1)- F(100) + u(2)-F(50) + u(5)-F(20) +
+ u(10)-F(10) =
— F(100) — F(50) — F(20) + F(10)



Konvolucid

Definicid.
Az f és g szamelméleti fliggvények konvoliciéjan az alabbi képlettel definidlt f x g
szamelméleti fliggvényt értjiik:

(fxg)( Zf (d) Zf(a)g(b).

ab=n

Tétel.

A konvoliicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovabba minden f szamelméleti
fliggvényre f x6 =0 f =f.

Bizonyitas.

A kommutativitds vildgos, az asszociativitashoz pedig azt kell ellendrizni, hogy

(Frg)sh) (== Y F(a)g(B)h(c) == (Fx(g=h)(n).

abc=n

Mivel b > 1 esetén § (b) = 0, ezért

(Fx6)(n)= Y f(a)d(b)= )Y, 6 f(a)d(b)=r(n)d(1)="F(n). [

ab=n a=n,b=1



Konvolucid

Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvoliicidja is gyengén multiplikativ.
Kovetkezmény.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény Gsszegzési filiggvénye is gyengén

multiplikativ.

Bizonyitas.

f gyengén multiplikativ
gyene P } F = f 1 is gyengén multiplikativ 0

1 gyengén multiplikativ



A Mobius-féle u fliggvény Osszegzési fliggvénye

Tétel.
A Mébius-fiiggvény dsszegzési fiiggvénye a ¢ fiiggvény, azaz p+1 = 4.

Bizonyitas.
Jeldlje M a yu fiiggvény Gsszegzési fiiggvényét. Mivel u gyengén multiplikativ, M is
az (és persze 4 is), igy elegendé az M (n) Zs (n) egyenlbséget primhatvéanyokra

ellendrizni. (Az vildgos, hogy M (1) =46 (1).)
Tetszlleges p prim és « € IN esetén

M(p*) =u @) +pup)+u(p?)+-+p(p*) +u(p*)

—1+( )+0+ -4+0+0

=0=245(p"). O
Megjegyzés.

Mivel a konvoliicié miiveletének J az egységeleme (Vf: fxé =0 f = f),
a fenti tétel azt jelenti, hogy a u fiiggvény nem mads, mint a konstans 1 fiiggvény
,konvollciés inverze”.



Mar megint a Mobius-féle inverzids formula

Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet).

Tetszbleges f és F szamelméleti fiiggvények esetén
F=f*x1 < f=Fxp.
Bizonyitas.
= Tfth. F =fx1. Konvolvdljuk be" az egyenldség mindkét oldaldt py-vel:

F=f+1 = Fxpu=(FfF«x)xpu=~F*x1xp)=Ffxd="r.

<= Tfth. f = F x u. ,Konvolvéljuk be” az egyenléség mindkét oldalat 1-gyel:

f=Fsxy = fxl=(Fxu)x1=Fx(uxl)=Fx5=F.



Mobius-féle inverzids formula

Kovetkezmény.
Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye is gyengén
multiplikativ.

Bizonyitas.
F gyengén multiplikativ
gyene -p. = f = F * u is gyengén multiplikativ
u gyengén multiplikativ



