Szimmetrikus polinomok




Ha az f = x3 +4x? + 5x +2 € C [x] polinom gydkei a1, as és a3, akkor
X3 Hax% $5x+2=(x—a1) (x —az) (x —ag) =

=x3 - (w1 + o+ a3) x2 + (wpop + w3 + wores) x — agapas,
kovetkezésképp

a1 +ap + a3 = —4, K143 + K143 + a3z =5, ayopn3 = —2.

Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszamitasa nélkiil:

11 1 _ mepdmastagay
5% 1% a3 K163

Nlo1

5
=2
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02 a3+ a3 = (a1 +ap+a3)® —2(wyan + ajaz +aons) = (—4)> —2-5=6

oc? + ocg + Dég (g +ap + tx3)3 —3 (a1 +ap +a3) (ayap + x1a3 + agas)

+30€10¢20€3
= (~4)°=3-(=4)- (5) +3-(-2) = ~10



Haaz f =x3 +4x24+5x+2¢€C [x] polinom gydkei aq, ap és a3, akkor
a1 +oap a3z = —4, a1 + a3 + apaz = 5, n1on3 = —2.
Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszamitasa nélkiil:
2 2 2
(a1 —a2)” (a1 —a3)” (a2 —a3)” =
= 18 (a1 + ap + a3) (a1a0 + a1a3 + aon3z) ayaons
+ (a1 +ap + tx3)2 (vpop + g3 + 0&2&3)2 —27 (0(10620(3)2
—4(ay +ap + 063)3 ayopns — 4 (g + aqasg + 0(2063)3
—=18-(—4)-5-(=2)+ (—4)2-52 —27-(=2)> —4 - (—4)>- (=2) — 453

=0



Ezekben a kifejezésekben az a kdzos, hogy szimmetrikusak, azaz invariansak

&1, &, &3 minden permutacidjara. Mivel a Viéte-formulakban szereplé

01+ ap 4+ a3, k16 + a1z + apnz és aqaonz szimmetrikusak, nem meglepd, hogy
minden amit bel6liik fel tud(t)unk épiteni, szintén szimmetrikus.

Tétel.
Legyenek az n-edfokt f = x" +a, 1x" 14 -+ ay;x + ag € C [x] fépolinom
komplex gydkei a1, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitasa). Ekkor fennallnak az alabbi Gsszefiiggések:

—ap_1=wa1+ax+ -+ ap,
ap_2 =K1K +X1K3 + -+ Xp_1&p;
—ap—3 = W1A2K3 + A1X0X4 + - -+ Xp_2Xp_1&p;

n—1
(—1)" " ay =wqao - wpop_1 FXIXD Xy 2fp + e XOAZ - X1y
(—1)"ag = agapaz - - ap_10p.



Megjegyzés.
A fenti képleteket Viete-formulaknak hiviuk. A k-adik sor bal oldalan (—1)% a,_
all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betiikbsl képezett Gsszes k-tényezés szorzat

Osszege, tehat egy (7)-tagi dsszeg. Formalisan:
g gy (i g g
k
(—1) dpn—k — E 0(,‘1-06,'2~...-1X,'k.

1<ii<ip<--<ix<n

Még formalisabban:

(71)k3n7k = Z . Qj.



Definicié.

Adott T test feletti n-hatarozatlani monomnak nevezziik az ax{(1 . ~x,’,<" alaka
formalis kifejezéseket, ahol 0 # a € T és kq, ..., k, € Ng. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak nevezziik.

Jeldlés.

A T feletti n-hatarozatlana polinomok halmazat T [xg, ..., x,| jeldli.
Tétel.

A természetes médon definialt szorzassal és dsszeadassal T [xq, ..., xn]

integritastartomany.

Megjegyzés.

Az n-hatarozatlan polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definialni: legyen
Tixt, oo Xn] = (T [x1, .o Xn=1]) [Xn] .

azaza T [xq,..., xp—1] integritastartomany feletti (egyhatarozatlani)

polinomgy(ird.



Peélda.

f= 7X12X3 — 2X1X2X§ + 9x1x0 — 3X12x2x32 + X1X2X?::’ — 2x12—|—

5X1X22X3 — X12X2X3 —bx1x3 + 2X§ + x1x§ + 4X22X§ +8
2
X1

X1

X1-

. (—3x2x§ — Xox3 + Tx3 — 2) +

(5X22X3 — 2><2X§1 + xzxg’ + 9% + X?% — 6X3) +

(4X2 x5+ 2X3 + 8)

i
(
(4

X2

S

(=3x3 —x3) + (Tx3 — 2))+

- (5x3) — x2 (2x§ —|—X§’ +9) + (X32 — 6X3))+

(#3) + (23 +9))

€eR [X]_,X2,X3]

€ R [x2, x3] [x1]

€ R [x3] [x2] [x1]



Definicié.
Az f € T [x1,...,xn| polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invarians
a hatarozatlanok minden permutaciéjara, azaz

Ve Sy f (X1 Xom) = F (X1, .00, Xn) -

Definicié.
A k-adik n-hatarozatlant elemi szimmetrikus polinom az xq, ..., x,
hatarozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényez8s szorzatok dsszege (k =1,...,n).

Jelolés.
A k-adik n-hatarozatlana elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altalaban vilagos a szovegkdrnyezetbél), tehat

0 = 2 Xiy " Xiy * oot Xy = Z HX,- € T[xt,.-.,Xn].

1<ip<ip<--<ix<n IC{1,...,n} iel
|

Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar talalkoztunk: segitségiikkel fejezhetsk ki
egy komplex egyiitthatés fépolinom egyiitthatéi a polinom gydkeibsl. Tehat a
Viete-formulak o (a1,...,an) = (—l)k an— alakban is felirhatok.



Pelda.

Az elemi szimmetrikus polinomok n = 2 esetén:

01 = Xx1+X2
02 = X1X2
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 3 esetén:
01 = X1+X2+Xx3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3
03 = X1X2X3
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 4 esetén:
01 = XL +X20+ X3+ X4
02 = X1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + XoXq + X3X4
03 =  X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4 + X2X3Xa

04 — X1X2X3X4



Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., xp] polinomgydriiben.

Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).
Barmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Vf e T[xy,...,xp): f szimmetrikus = Fh € T [x1,...,xs] : f =h(01,...,00).

Peélda.

Fejezziik ki az f = (x1 + 1) (x2 + 1) polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

(X1+1) (X2+1) = X1X2 + X1 +X2+1=(72+(71+1=h((71,(72),
ahol h=X2+X1+1.
Példa.

Fejezziik ki az f = (x1 — x2)2 polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

(Xl —X2)2 = (Xl +X2)2 —4x1x0 = (712 — 40y = h(O’l,Uz) ,

ahol h = X12 —4xo.



Ha egy f € T[x1,..., xn| szimmetrikus polinomban szerepel az ax{‘:l e xhn tag,
akkor szerepelnie kell minden olyan monomnak is, ami ebbdl a hatarozatlanok
(vagy, ha Ggy tetszik, a kitevék) permutalasaval megkaphato.

Példaul, ha az f € Q[x1, x2, x3] szimmetrikus polinomban szerepel az 5X12X§X3 tag,
akkor

f= 5x12x§X3 + 5x12x2x3‘,l + 5x1x22x§ + 5x1x§x§ + 5xfx2x§ + 5xfx22X3 + -

Ezentdl az egy ,csaladba” tartozé tagok koziil mindig csak egyet irunk ki, mégpedig
azt, amelyben a kitevék balrél jobbra nemndvekvé sorrendben vannak (ilyen minden
csaladban van!):
f:(SXfX22X3+)+
Példa.
0102 = (x1 +x2 +x3) (x1x2 + X1X3 + x2x3)

= X12x2 + x12)<3 + X1X22 + ><1x32 + x22><3 + x2x32 + 3x1x0x3

(}2x2 4+ x1%3 + x2x3 + X135 + x3x3 + X2x5 ) + 3x1x0%3

(x12x2 + - ) + 3x1x2x3



0']:_3 . (Xl +X2+X3)3
= x13 + 3X12X2 + 3x12><3 + 3X1X22 + 6x1x0x3 + 3x1x32 + XS’ + 3X22X3 + 3X2X3? + xg'
= (G +53 +x3) +3 (xFx2 + x1x3 + xx3 + x1%5 + x5x3 + x2x5 ) + 6x1x23

= (xf+~~~)+3(x12x2+~~~)+6x1XQX3

Példa.
Fejezziik ki az f = xf’ + Xg’ —|—X§’ € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

f=03+--+)

f— 13 - 3(X12X2 + 1) — bxyx0x3
f— i” + 30102 = 3x1x0X3

f—03 4301020 — 303 =0

f= (713 — 301024+ 303 = h ((71, 0’2,(73) , ahol h (Xl,Xg,X3) = Xf’ — 3x1x0 + 3x3.



Legyen adott egy f € T|xq, ..., x,] szimmetrikus polinom. Sorra kivonjuk f-bél
01, ...,0, megfelels szorzatait Ggy, hogy kiejtsiik f tagjait. Ha sikeriil kiejteni
minden tagot, akkor megkapjuk f felirasat az elemi szimmetrikus polinomok
segitségével (és igy a szimmetrikus polinomok alaptételének bizonyitasat).
Két kérdés meriil fel az eljarassal kapcsolatban:

1. Ki tudjuk-e ejteni f egy tetszés szerint kivalasztott tagjat?

2. El fognak-e fogyni a tagok véges szami Iépés utan? (Nem vilagos, mert
idénként tdbb @j tag jon be, mint amennyit kiejtettiink.)

Lemma.

Ha ki > -+ - > kp, akkor léteznek olyan iy, ..., i, nemnegativ egész kitevék,
melyekre o7' - - - 07" tagjai kozott szerepel az M := xfl .+ xkn monom.
Bizonyitas.

o - - oy tagjai kozott szerepel

(X1)i1(X1X2)i2 (X1X2X3)i3 .. (X1X2X3 .. .Xn)in =

o iittin A tin i3 Fip . in—1+in in
= X7 X5 X3 X1 X
Az iy =ki — ko, ip = ko —k3,...,in_1 = kn_1 — kn, in = kp valasztassal épp az M

monomot kapjuk. O



A 2. kérdés megvalaszolasahoz a monomokat sorba kell rendezni, és mindig a
legnagyobb monomot kell kiejteni, vigyazva arra, hogy az esetlegesen fellépd (]
tagok mind kisebbek legyenek, mint az, amit kiejtettiink.

Egy megfeleld rendezés az Ggynevezett lexikografikus rendezés.

Egy masik, nagyon szemléletes rendezés talalhaté az alabbi cikkben. Itt minden
monomot egy épitSkockakbdl dsszerakott épitménnyel szemléltetnek, és a
monomokat a nekik megfelel§ épitmények stlypontjainak magassaga szerint
rendezik.

Meg lehet mutatni, hogy ha mindig a legmagasabb sulyponti tagokat ejtjiik ki,
akkor a bejové 4j tagok silypontja alacsonyabban lesz, mint a kiejtett tagoké, ezért
az eljaras véges szamu lépésben befejezédik.

Ben Blum-Smith, Samuel Coskey: The Fundamental Theorem on Symmetric
Polynomials: History's First Whiff of Galois Theory,
The College Mathematics Journal 48 (2017), 18-29.

https://doi.org/10.4169/college.math.j.48.1.18
https://arxiv.org/abs/1301.7116


https://doi.org/10.4169/college.math.j.48.1.18
https://arxiv.org/abs/1301.7116

Példa.
Irjuk fel az f = (x1 — x2)2 (xq — X3)2 (x2 — )<3)2 polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok segitségével.

f = xfx22 — 2fo2X3 + XfX% — 2Xf’x§’ + 2Xf’x22><3 + 2Xfx2><§ — 2xfx§’
—|-X12X§ + 2x12x23X3 - 6X12X22X§ + 2X12X2X§ + X12X§ — 2X1X§X3

+2x1x§’x32 + 2x1x22x33 — 2x1x2x§1 + xgxg — 2x23x§ + x22x§1 =

= (3 + ) —20xxaxz + ) =203 4+ ) 203 x8x3 + )



f— 0202 + 40303 = — 40533 + -+ ) +6(SxExs + -+ ) + 3x3x3x3
f— 0203 + 40303 + 403 = 18(x3x3x3 + - -+ ) + 2Tx2x3x3
2

f— (712022 + 4(7%(73 + 405’ — 18010203 = — 27><12><22x3

f — 0203 + 40303 + 403 — 18010203 + 2703 =0

f= 012(722 — 4(713(73 — 4023 + 18010903 — 270§



Ha az f = x? + bx + ¢ € C [x] polinom gydkei aj és ap, akkor
X2 4 bx+c=(x—a1)(x —az) = x> — (a1 + ) x + aqaz,

kovetkezésképp
—b=wa14+ay és c=uwajas.

Az egyenlet megoldasahoz magat wy-et (vagy wo-t) kellene megkapni, ez pedig nem
szimmetrikus kifejezés. Valahogyan tehat meg kell torni a szimmetriat.

(061 — 062)2 = (061 +062)2 —Adpqon = b% — 4c
a1 —ag = £+Vb%—4c
w1 +a> =-—b

207 = —b+t+Vb?2—4c
—b+ Vb2 —4c

2



Definici6.
Az f € C [x] fépolinom diszkriminansa:

IT (—a)>.

1<i<j<n

Példa (a harmadfokd polinom diszkriminansa).

D:=(x — X2)2 (x1 — X3)2 (x0 — X3)2 = 012022 - 40%03 — 405‘ + 18010903 — 270§

Ha (x —a1) (x — az) (x —a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formulak szerint
01 (061,1)(2,063) =0,
03 (a1, a2, 03) = p,
o3 (a1, a2, 03) = —q,

tehat
2
D (ay, a9, a3) = —4oy (aq, g, tx3)3 — 2703 (w1, a2, a3)

— —4p® —27¢% = —108 <(Z>2 + (§>3)



Az x3 4 ax? + bx + ¢ = 0 harmadfoki egyenlet megoldoképlete:

a 3/ —2a3+9ab—27c+ /(223 — 9ab +27c)2 + 4(—a? + 3b)3
X=73 7t 54 N

—2a3 +9ab — 27c — /(233 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3

3

54

«

Forras: http://planetmath.org/cubicformula


http://planetmath.org/cubicformula

Az x* + ax3 + bx2 4+ cx + d = 0 negyedfoka egyenlet megoldéképlete:

Forras: http://planetmath.org/quarticformula


http://planetmath.org/quarticformula

Algebrai és transzcendens szamok




Algebrai és transzcendens szamok

Definicié.

Az « komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzéré
racionalis egyiitthatés polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

Definicio6.

Ha f € Q[x] minimalis fokszamd mindazon nemzéré racionalis egyiitthatos
fépolinomok kozott, melyeknek o gyoke, akkor f-et az « algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

Tétel.

Algebrai szam minimalpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a racionalis szamtest felett. Tovabba, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az a algebrai szam gyoke, akkor f megegyezik o
minimalpolinomjaval.

Tétel.
Létezik transzcendens szam.






Algebrai és transzcendens szamok

Pelda.

» /2 algebrai szam, minimalpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).
» /2 algebrai szam, minimalpolinomja: x"” — 2 (miért irreducibilis?).
> | algebrai szam, minimalpolinomja: x2 + 1 (miért irreducibilis?).

P 7T és e transzcendens szamok.

» A Liouville-féle Y ﬁ konstans transzcendens szam.

> Gelfond—Schneider-tétel: Ha o # 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor aP transzcendens szam.

o) .
Példaul 2‘5, \@f és i = e~ /2 transzcendens szamok.



Diofantoszi approximacioé

Megjegyzés.

Nem kénnyii feladat egy konkrét szamrdl belatni, hogy transzcendens. Az ilyen
bizonyitasok altalaban azt hasznaljak fel, hogy algebrai szamokat nem lehet nagyon
jol kozeliteni racionalis szamokkal. Ez a diofantoszi approximacié témakore: adott a

val6s szamhoz szeretnénk olyan g kozelitd tortet talalni (p,g € Z,q > 0,p L q),

amelyre |oc — §| kicsi, és g nem tal nagy.

Tétel (Dirichlet approximaciés tétele).

Minden « valés szam és minden N természetes szam esetén van a-nak olyan g
kozelitése, amelyre

p 1
——|<— é g<N.
q‘ Nq
Kovetkezmény.
Ha a ¢ Q, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre ’06 — g‘ < %.
Allitas.
Ha a € Q, akkor csak véges sok olyan g kdzelitése van, amelyre )rx - g’ < q—lz.



Diofantoszi approximacioé

Tétel (Hurwitz tétele).
P

Ha w irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan i kozelitése van, amelyre

14

p’ 1

—=| € —_—.

q|  /5g?

Ha a = % akkor az allitds nem javithaté: nem irhatunk a nevezdbe semmilyen
v/5-nél nagyobb szamot.

Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth).
Ha « irracionalis algebrai szam és € > 0, akkor csak véges sok olyan g kozelitése

van, amelyre
1
q2+£




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

Tétel.
Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

Tétel.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/« is algebrai szam (a gyoknek mind az n
értékere).

Definicié.

Az « komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis
szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (3sszeadas, kivonas, szorzas, osztas) és
egész kitevss gyokvonas véges szami alkalmazasaval.

Kovetkezmény.

A gyokmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szam algebrai:

§/3—,/<‘ﬁ+ /& + W/323- /2014
V2+3+5




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

Tétel.
Van olyan algebrai szam, ami nem gySkmennyiség.

A fenti artatlannak latszé tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6tddfokl egyenletnek mar nincs altalanos
megoldoképlete, s6t, példaul az x> —4x+2=0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megoldoképlete sincs, mert gyokei nem gydkmennyiségek.

Tétel.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha & € C gyoke a legalabb elséfoka
f =anx"+4---+ a1x+ ag polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor «

maga is algebrai szam.



