Ekvivalenciarelaciék a szamfogalom felépitésében




Az ekvivalenciarelacié, mint fogalomalkoté eszkoz

Ekvivalenciareldciok segitségével meg tudjuk fogalmazni, hogy mi a kozés két
dologban. llyenkor az ekvivalenciareldcié nem mds, mint annak a leképezésnek a
magja, ami minden dologhoz azokat a tulajdonsdgait rendeli hozza, amelyek szerint
Ossze akarjuk Oket hasonlitani.

De lehet forditott is a helyzet: Tudjuk (vagy érezziik), hogy valami kdzés bizonyos
dolgokban, de nem tudjuk, mi ez a ,valami”. llyenkor az ekvivalenciarelicié (vagy
osztalyozds) van megadva, de nem tudjuk, mi az a fiiggvény, aminek ez a magja.

Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb < a || b ~ az irdny fogalma
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b hasonlé ~ az ,alak” fogalma
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekcié ~+ a szdmossag fogalma

» A=Z xZ\{0}, (a1,a2)p (b1, b2) <= a1bp = axby  ~~ a tort fogalma



A szdmfogalom (egy) felépitése

Természetes szamok
A véges halmazok ,halmazdn” értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a

kovetkezOképpen:
ApB <= létezik A — B bijekcid.

A természetes szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
3={1,23}={a,b,c}={80, &} =---.
Az sszeadas a diszjunkt unié segitségével definialhaté: A+ B = AU B. Példaul
2+3= {75 W)+ (#.0.8) = 5 W} 0{4.0.&] =
= {F N0 &} =5

A szorzas a Descartes-szorzat segitségével definidlhaté: A- B = A x B. Példaul

2-3= {F5, M) (A0, &) = {5 M) = (4.0, &) =
= {(2*.8), (220), (&), (Ms) MO (s} =6

Ezek a miiveletek joldefinidltak (mit jelent ez?) és rendelkeznek a szokdsos miiveleti
tulajdonsdgokkal. (Ldsd még: Peano-axiémarendszer.)



http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=7

A szdmfogalom (egy) felépitése

Egész szdmok
Az INg x INg halmazon értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a kdvetkezéképpen:

(a1, 22) p (b1, b2) <= a1+ bp = a2 + by,
Az egész szamok nem mdsok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
-3=(0,3)=(L,4)=(2,5)="--.

Az Osszeadas, kivonds és szorzds mivelete értelmezhetd ezen ekvivalenciaosztalyok
halmazdn (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsagokkal. lgy
kapjuk az egész szamok Z gylrijét.

Raciondlis szamok

A Z x Z\ {0} halmazon értelmezziik a p ekvivalenciarelaciét a kovetkezdképpen:
(31, 32) [Y (bl, bz) e alb2 = azbl.

A racionélis szimok nem masok, mint a megfelel6 ekvivalenciaosztalyok. Példaul
2

5= (2,5) = (4,10) = (6,15) = - - -.

Az 6sszeadds, kivonds, szorzds és osztas muvelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-

osztalyok halmazan (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsdgok-

kal. lgy kapjuk a raciondlis szamok Q testét.




A szdmfogalom (egy) felépitése

Valés szamok
A racionilis szamokbdl allé Cauchy-sorozatok halmazan értelmezziik a
p ekvivalenciareldciét a kovetkezéképpen:

{an}p{bn} = HIPOO (an — bp) = 0.

A valds szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példaul

n=(3,31, 314, 3141,...)=(4, 32, 3,15, 3,142,...) =---.

Az Osszeadds, kivonds, szorzads és osztas muivelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-
osztalyok halmazéan (hogyan?), és rendelkeznek a szokasos miiveleti tulajdonsigok-
kal. Igy kapjuk a valds szdmok R testét. (Ldsd még: Dedekind-szeletek.)

Komplex szamok

A komplex szamok szokasos definicidja nem haszndl ekvivalenciareldcidkat, de
késobb majd latunk egy alternativ definiciét valds polinomok ekvivalenciaosztalyai
segitségével.


http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=23

