Irreducibilis polinomok




Polinomgyfirli maradékosztaly-gyfiriije

Tétel.

Legyen T test, m € T [x] egy n-edfokd polinom (n > 1). Ekkor a modulo m
maradékosztalyok kommutativ egységelemes gyiiriit alkotnak.

Jelolés: T [x] / (m).

A T [x]/ (m) gyiri minden eleme egyértelmien felirhato

ap_1x" 14+ +a;x+a (ap-1,...,30€T)
alakban. (Ha T = Z,, akkor |T [x] / (m)| = p".)



Egy kicsi példa

A K = Z5[x]/(x?® + x + 1) gyiirtinek négy eleme van: 0, 1, X, x + 1.
+ 0 1 x x+1 . 0 1 x x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 x x+1 1
x+1 | x+1 X 1 0 x+1]0 x+1 1 X
Ugyanez tdmérebben, a 0:=0, 1:=1, a:=X, B:= x+ 1 jeloléssel:
+10 1 a P 0 1 a B
0|0 1 a B 0|0 O O O
1010 8 a 1|01 a B
x la B 0 1 x |0 a« B 1
BB a 1 O Bl10 B 1 «

Figyeljik meg, hogy
> K test, &s {0,1} = {0, 1} egy Zp-vel izomorf résztestet alkot K-ban;
> o =X gydke az x° + x +1 € T[x] polinomnak: a? + x4+ 1=0.



Egy nevezetes példa

Az R[x]/(x? + 1) maradékosztaly-gyiirii elemei: a+ bx (a, b € R).
Az bsszeadas és a szorzas igy végezhets ebben a gyiiriiben:

at+bx +c+dx=(a+c)+ (b+d)x,

a+ bx - c+dx = ac+ (ad + bc)x + bdx? =
= ac+ (ad + bc)x + bd(—1) = (ac — bd) + (ad + bc)x

A szorzat kiszamolasakor felhasznaltuk azt, hogy x> = —1 (mod x? +1).

Latjuk tehat, hogy R[x]/(x? + 1) lényegében ugyanaz, mint a komplex szamtest
(szaknyelven: R[x]/(x? + 1) izomorf C-vel).

Ha bevezetjiik az i := X jeldlést (és elhagyjuk a vonasokat a konstansokrol), akkor
megkapjuk a komplex szamok kanonikus alakjat: a+ bx =3+ bx = a+ bi.

Az x> = —1 (mod x? + 1) kongruencia azt jelenti, hogy X? = —1, azaz i* = —1.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke!
Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"+b,_1x" 14+ -4+ bix+beT [x] irreducibilis f6polinomnak
akarunk ,,gyokdt csinalni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a0+ aa—+--+a,_qa"? (ag,a1,...,ap—1 € T).

Az o szimbélumrél csak annyit kell tudni, hogy m (a) = 0, azaz
a" 4 b, 1a" L4 4 bra+ by = 0.
Tehat a szdmolasi szabaly:

1

n

a" = —b,_ 14" " — - — bjax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



Na még egy példa

Hatarozzuk meg a K = Q [x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.
K elemei ax? + bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk

1 . :
azu=2—x ~ elemet is megkapni.

-1

2—x = U <= 2-x-u=1
(2=x)u=1 (modx3—7)
JeQ:2-x)u=1+(3-T7)v

(...szamolas...)

U=x2+2x+4 (modx3—7)

r1111

U=x2+2x+4

Tehat 2—x ! = x2 4+ 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {avc2+bu¢+c: a,b,cEQ},

ahol & gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokot csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = ¥/7cis i2”.) Tehat K tekinthet6 szamtestnek is:

:{af/@—i-b{’ﬁ—o—cza,b,ce(@}.

Az elébb kiszamoltuk, hogy 2 — x T=x2 + 2x + 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a2 420 + 4, azaz

1
= V49 +2V7+4
2- V7

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezSket gyokteleniteni.



Irreducibilitas

Definicié.
A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legalabb elséfoka, és csak tgy bonthaté két
polinom szorzatara, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a masik tényezd
sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trivialis faktorizaciorol beszéliink.)
Formalisan:

Vf,geTx]:p=1fg = (p~fvagyp~g).

Allitas.
Egy legalabb elséfoka p € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszama polinomok szorzatéara.

Bizonyitas.

> trivialis felbontas: p = f - g, ahol degf = 0,degg = deg p (vagy forditva)

» nemtrivialis felbontds: p = f - g, ahol 1 < degf,degg < degp O
Megjegyzés.

Gydiriik felett ez altalaban nem igaz! Példaul a p = 2x € Z[x] polinom nem
bonthaté kisebb fokszama polinomok szorzatara, mégsem irreducibilis Z felett.



Egyértelmii irreducibilis faktorizacio

Definicié.
A p € T [x] polinom prim, ha legalabb elséfoka, és valahanyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényez8jének. Formalisan:

VigeT[x]:plfg = (p|fvagyplg).

Tétel.
Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvivalens.

Tétel.
Minden legalabb elséfoki polinom felbonthaté irreducibilis polinomok szorzatéra.

Ez a felbontas a tényez6k sorrendjétsl és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmien
meghatarozott, azaz ha p1-...  pn és g1 ... gm ugyanazon polinom két
irreducibilis faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan 71 € S, permutacié, hogy
minden i = 1, ..., n esetén

Pi ™~ Qr(i)-



Polinomgytiri maradékosztalyteste

Tétel.

A T [x] / (m) gyiirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.

Bizonyitas.

T [x] / (m) kommutativ egységelemes gy(ird. A ,testséghez” az kell még, hogy
» T [x]/ (m) legalabb kételemi legyen,

» és minden nemzéré elemének legyen multiplikativ inverze.

Négy esetet vizsgalunk m szerint:

1. Ha m ~ 1, akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelem, tehat nem test.

2. Ha m = 0, akkor x # 0, még sincs multiplikativ inverze, ezért T [x]/(m) nem
test. (Ekkor egyébként T [x]/(m) = T [x].)

3. Ha m = f - g egy nemtrivialis felbontas, akkor f - g = 0, tehat T [x]/(m) nem
test, s6t, nem is integritastartomany.

4. Ha m irreducibilis, akkor Vf: f #0 == f L m, ezért f-nak van multiplikativ
inverze, és igy T [x]/(m) test.
O



Irreducibilitas vs. gyokok

Allitas.
Az els6foki polinomok barmely test felett irreducibilisek.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor degg + degh =1, és igy

degg =1,degh=0 vagy degg =0,degh=1.
Mindkét esetben trivialis a felbontas.

Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha a gydke f-nek, akkor f = (x —a) (- - - ) nemtrivialis felbontas.



Irreducibilitas vs. gyokok

Tétel.
Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gySke.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor deg g +deg h € {2, 3}, igy a nemtrivialis felbontasokra a
kovetkezd lehetSségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van elséfokl osztéja.
Egy elséfokl polinom asszocialtsag erejéig mindig x — & alakban irhat6*, ez pedig
akkor és csak akkor osztja f-et, ha o gyoke f-nek. O

*ax—i—bza(x—i—g)Nx—i—gzx—(—g):x—a



Irreducibilitas vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az
irreducibilis = nincs gyoke

implikacié igaz a legalabb masodfoka polinomokra. Elséfokiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gydke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfoki polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Pelda.

Az f = x* 4+ 2x%2 + 1 € R [x] polinomnak nincs valés gydke, mégsem irreducibilis R
felett:
f= (X2 + 1)(X2 +1).



Irreducibilitas vs. gyokok

Legalabb negyedfokd polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM N EM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Irreducibilis faktorizacié

Pelda.

Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:

f:x6+3x4—x3+2x2+x—1€Z5[x].

Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gyoke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-médszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x—1)"(x—3)(x—4) (x> +4x+2).

Az x2 + 4x + 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foka polinom marad a gyoktényezék kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség .. .)



