
Elemi törtekre bontás



Racionális törtek és elemi törtek

Definíció.
A T test feletti racionális törtön

f

g
alakú formális kifejezést értünk, ahol

f , g ∈ T [x ] és g 6= 0. Minden racionális törthöz tartozik egy racionális
törtfüggvény (a két fogalom nem összekeverendő!). A T feletti racionális törtek
halmazát T (x) jelöli.

Definíció.
A T test felett elemi törtnek (vagy parciális törtnek) olyan racionális törtet
nevezünk, amelyben a nevező T felett irreducibilis (fő)polinom hatványa, és a
számláló foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokánál:

f

pk
∈ T (x) , ahol f , p ∈ T [x ] , k ∈N, p irreducibilis T felett, deg f < deg p.



Elemi törtekre bontás test feletti racionális törtek körében

Tétel.
Tetszőleges T test felett minden racionális tört felírható egy polinom és elemi
racionális törtek összegeként.

Következmény.
A komplex számok teste felett minden racionális tört felírható egy polinom és véges
sok

A

(x + a)k
(A, a ∈ C, k ∈N)

alakú racionális tört összegeként.

Következmény.
A valós számok teste felett minden racionális tört felírható egy polinom és véges sok

A

(x + a)k
(A, a ∈ R, k ∈N), illetve

Bx + C

(x2 + bx + c)
k

(B,C , b, c ∈ R, b2 − 4c < 0, k ∈N)

alakú racionális tört összegeként.



Elemi törtekre bontás R feletti racionális törtek körében

Példa.
Bontsuk parciális törtek összegére R felett az

1
x2 + x

racionális törtet.

1
x2 + x

=
1

x (x + 1)
=

A

x
+

B

x + 1
=

A (x + 1) + Bx

x (x + 1)
=

(A+ B) x + A

x (x + 1)

m

A+ B = 0 és A = 1

m

A = 1 és B = −1

Tehát
1

x2 + x
=

1
x
− 1

x + 1
.



Elemi törtekre bontás R feletti racionális törtek körében

Példa.
Bontsuk parciális törtek összegére R felett a

3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 racionális törtet.

3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 =

3x2 + 2x + 1
x3 (x4 + 2x2 + 1)

=
3x2 + 2x + 1

x3 (x2 + 1)2
=

=
A

x
+

B

x2 +
C

x3 +
Dx + E

x2 + 1
+

Fx + G

(x2 + 1)2
=

=
Ax2(x2+1)

2
+Bx(x2+1)

2
+C(x2+1)

2
+(Dx+E )x3(x2+1)+(Fx+G )x3

x3(x2+1)2
=

= (A+D)x6+(B+E )x5+(2A+C+D+F )x4+(2B+E+G )x3+(A+2C )x2+Bx+C

x3(x2+1)2

m

A+D = 0, B + E = 0, 2A+ C +D + F = 0,

2B + E + G = 0, A+ 2C = 3, B = 2, C = 1



Elemi törtekre bontás R feletti racionális törtek körében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes lineáris egyenletrendszert megoldjuk:

A = 1, B = 2, C = 1, D = −1, E = −2, F = −2, G = 2.

Tehát
3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 =

1
x
+

2
x2 +

1
x3 +

−x − 2
x2 + 1

+
−2x − 2

(x2 + 1)2
.



Elemi törtekre bontás C feletti racionális törtek körében

Példa.
Bontsuk parciális törtek összegére C felett a

3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 racionális törtet.

3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 =

3x2 + 2x + 1

x3 (x2 + 1)2
=

3x2 + 2x + 1

x3 (x + i)2 (x − i)2
=

=
A

x
+

B

x2 +
C

x3 +
D

x + i
+

E

(x + i)2
+

F

x − i
+

G

(x − i)2

m

A+D + F = 0, B − iD + E + iF + G = 0, 2A+ C +D − 2iE + F + 2iG = 0,

2B − iD − E + iF − G = 0, A+ 2C = 3, B = 2, C = 1



Elemi törtekre bontás C feletti racionális törtek körében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes lineáris egyenletrendszert megoldjuk:

A = 1, B = 2, C = 1, D = −1
2
− 3

2
i , E =

1
2
− 1

2
i , F = −1

2
+

3
2
i , G =

1
2
+

1
2
i .

Tehát

3x2 + 2x + 1
x7 + 2x5 + x3 =

1
x
+

2
x2 +

1
x3 +

− 1
2 −

3
2 i

x + i
+

1
2 −

1
2 i

(x + i)2
+
− 1

2 + 3
2 i

x − i
+

1
2 + 1

2 i

(x − i)2
.


